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1.1 Die sechs Grundaufgaben der geradlinigen Bewegung

Auftretende Grofien:

v
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Zeit: t ]
Ort: X [m]
Geschwindigkeit: v [m/s]
Beschleunigung: a [m/s?]

Die kinematischen Grofen sind entweder in Abhéngigkeit von der Zeit t oder von einer der
beiden kinematischen Grofen x oder v gegeben. Die Funktionen sollen invertierbar sein.
Losung der Grundaufgaben u.U. mit den Anfangsbedingungen zur Zeit t = to:
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xo = X(to);

vo = v(to)

1. Grundaufgabe
Gegeben: x = x(t)

2. Grundaufgabe

Gegeben: v = v(t)

dx .
¥(t) = FTkat x(t) =% + j:') v(t)dt
a) = - Ix_ 0=
—dt _aee " N—FJ
3. Grundaufgabe . Grundaufgabe

Gegeben: a = a(t)
v(t) =vo + ft:, a(t)dt

x(t) = xo + vo(t — to) + [, [}, a(t)dtdt

Gegeben: v = v(x)
dx dx
v(x) = o= & dt = —

v(x)

« d¥
t(x)_tg+me—(x.—)
g\_r_dvd_z_{ dv

W)= " md - a'®

5. Grundaufgabe
Gegeben: a = a(x)
dv

dx

a(x) =

v(x) = \/vg +2 [ a(x)dx

weiter 4. Grundaufgabe

v(x) ¢ a(x)dx = v(x)dv

6. Grundaufgabe

Gegeben: a = a(v)
dv

dt
weiter 2. Grundaufgabe

v 4v

a(v)=— e t(v)=to + v a(v)
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1.2 Der schiefe Wurf
Bewegungsgleichung:

x1(t) = vo cos(po)t
1
x2(t) = ho + vo sin(pg)t — Egt2

Waurfparabel: (Elimination von t)

X2(x1) = ho + %1 tan(pg) —

Charakteristische Werte:

Wurfzeit : ty,

g 2
2v§ cos? (o)

X

vo sin(po) n \/(vn sin(%))z , 2h,
g g g

Waurfhéhe: X2 max = ho + Zﬁ; sin? (o)

Waurfweite : Xy = vg cos(©o)tw
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1.3 Bewegungsgleichungen in Zylinderkoordinaten
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1.3.1 Lage des materiellen Punktes x

X = xi(t)ei =X (t)el + Xz(t)eg 4= X3(t)63

1.3.2 Ubergang zu Zylinderkoordinaten

x1 = pcos(p)
xi = xi{p(t), ¢(t), 03(t)} = { x2 = psin(p)
X3 = 93

x = pcos(p)e; + psin(p)es + xze;

1.3.3 Neues orthonormiertes Basissystem im materiellen Punkt X

ox .
e, = % = cos(p)e; + sin(p)e;
10x .
e, = ;@ = —sin(yp)e; + cos(p)e;
e; = _Bx =e

X = pe, + T3€3

1.3.4 Geschwindigkeit

= v e i = 0 = Tty
vV = pe, + ppe, + xze T P '
Dt R S vz =%3 = Axialgeschw.
Translotoriscte FJL\TU"‘:? AM&U b

Vaes = VF + v Ve = Fibvﬂz_taem. ;‘ﬁno&sg-ew-.c\,
Viet = Vabsprngende Person
\/q.g,s: T FehAaen Umiega gdéin
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1.3.5 Beschleunigung

o i 22 A :
— sz £ { - — }‘{‘191 + );i'zez + k333 4= p _ftg .. T ?adlallies?}l:l hl
= _ (5 o2 5+ 055)e. 4 feea Y = PP +2pp = Tangentialbeschl.
Dt a (p py )eP e (pgo-i— p(p) w +X3 3 as = .’i3 A AXialeSCh.l.
1.3.6 Sonderfille
Bewegung auf einer Zylinderfliche: p = konst. - p =0
v =ppe,+ Izes a= —pp’e,+ ppe, + ize;
Ebene Kreisbewegung: z3 = 0 sowie p = konst. = p =0
v=ppe, a=-p’e,+ppe, < Radios
— &y “Polorboor dinahen
Winkelgeschwindigkeit:
. Dy
p=B-ut w=¢=3-
Winkelbeschleunigung:
. D?p
Y~ Dtz
Tangentiale Geschwindigkeit (Bahngeschwindigkeit): v, = pw
Tangentiale Beschleunigung (Bahnbeschleunigung): a, = pw
2
v
Radiale Beschleunigung (Zentrifugal-/petalbeschleunigung): a, = —pw? = —-2 )
(2vr reisritterpenit) P
Weitere Begriffe:
Drehzahl: n [min~?] bzw. v [s7}] Rsllendir Dad
1 Vic 2V
Umlaufzeit: T= = %19 [s] -

2
Winkelgeschwindigkeit: w = 2mv = % fiir w = konst.

’:;J Ve =0 U

Ve= Vp +&J X DE

~ e
Vp= UXDE =Ve- +

VesTw = Oxr
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1.4 Kinematik der Relativbewegung
1.4.1 Beschreibung des ebenen Falles

X,
X
X3
% Xy
X e
0
Q
€, 4
- x-—
X5
0 51 X4

1.4.2 Beschreibung der Bewegung des materiellen Punktes x

X=X3+X
x : Beschreibung der Bewegung des materiellen Punktes im raumfesten Basissystem
xg : Beschreibung der Bewegung des Ursprungs 0 bezogen auf das raumfeste Basissystem
X : Beschreibung der Bewegung des materiellen Punktes im bewegten Basissystem

1.4.3 Beschreibung der Geschwindigkeit des materiellen Punktes x

v=vV+ v +2xX
~

vi
\/ﬂ=\/,4 +4 x Xag
v: Geschwindigkeit des materiellen Punktes bezogen auf das raumfeste Basissystem, Ab-
solutgeschwindigkeit

vg: Geschwindigkeit des Ursprungs 0 bezogen auf das raumfeste Basissystem

¥: Geschwindigkeit des materiellen Punktes bezogen auf das bewegte Basis- /Fiihrungssystem,
Relativgeschwindigkeit

2: Winkelgeschwindigkeit des Fiihrungssystems

vi: Fiihrungsgeschwindigkeit
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1.4.4 Beschreibung der Beschleunigung des materiellen Punktes x

a=a+a;+ XX+ Q2x (AUXX)+2QXx7
~ Y

>
as ac

a: Beschleunigung des materiellen Punktes bezogen auf das raumfeste Basissystem,
Absolutbeschleunigung

Beschleunigung des Ursprungs 0 bezogen auf das raumfeste Basissystem
Beschleunigung des materiellen Punktes bezogen auf das Fiihrungssystem,
Relativbeschleunigung

as : Fiihrungsbeschleunigung

a. : Coriolisbeschleunigung

me

1.4.5 Sonderfalle

Gleichférmige Translationsbewegung des Fiihrungssystems:

Geradlinig beschleunigte Bewegung des Fiihrungssystems:

N
a=ag+a
Gleichférmige Rotationsbewegung des Fiihrungssystems:
=V+OxX
a+22xv+02x (2 xX)

=)

a=a+20xv-0%
mit Q = ||
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1.5 Kinematik des starren Korpers

1.5.1 Allgemeiner Bewegungszustand eines materiellen Punktes x
X2

korperfeste, orthonormierte Basisvektoren €;:

= konstant,
0,

0
= Vi

s+ XX

X
v
a
A4
a=ag+2xT+Nx(2xX)

1.5.2 Momentanpol P (ebener Fall)

X2 % Definition des Momentanpols P (momenta-
ner Geschwindigkeitspol):
vp=0
£ —-vg+xX,=0
- _ Q x Vo
P 92
& = Vo
%5 *=q
0 e, X4

New beaserne Gegefre

. Cin kdltebraer borper btarbk in Rele odes gereyt sicn qegadlinig
"N L,a.«fl:ﬂh&tr Stiukcind)a&\ﬁ—;t

2. F=m-o (Nvurbeirvhender ﬁ!ugsvst—eh) (laestiolyp 2etem)

1, LCI"Q["L géﬂ«'u-\ Geau(rq{l{._ ! E"‘E: -F‘ﬁ"'A
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1.5.3 Geschwindigkeitszustand eines materiellen Punktes x bei bekanntem Mo-
mentanpol P

Der Geschwindigkeitsvektor v steht senk-
recht auf dem ,Polstrahl“ PX:

v=Qx(X—Xp)
v=|Q| |Xx—Xp|

1.5.4 Allgemeiner Bewegungszustand eines starren Korpers

Mit der Angabe von zwei Kinematen lasst sich die Bewegung eines starren Korpers eindeutig
beschreiben. Ist der Momentanpol P bekannt, reicht sogar die Angabe einer kinematischen

Groke.
Beispiel:
Gegeben sei die Translationsgeschwindigeit vy des Ursprunges 0 und die Winkelgeschwin-

digkeit €2

Betrachtung des materiellen Punktes X:

(o]
x
TX

\
\

+ g}x

1|

v=vg+xX
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2 Massentragheitsmomente

2.1 Definition

Xs s

allgemein:

éjk = f(iji(—jéik = Xiik)p dv
v

- iiber j summieren, j = 1,2,3

1,firi=k
- K ker-Symbol: &y = ¢’
ronecker-Symbol: & {O,fiiriaék
X4 - Xi: Achsen durch den Massenmittelpunkt

2.1.1 Axiale Massentrigheitsmomente
611 = V/‘(Xg—iz <+ Kgig)pdv
@22 = /.(ilfl + X;;Xg)p dv

_9— / X1X1 + XzXz pdV
v

2.1.2 Deviationsmomente
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2.1.3 Polares Massentrigheitsmoment
Op = f rzpdV

ep = (X-l}_il + KQKQ + K;;K:_{),O dv

<\<

{ o e ae
Op = 5(911 + ©2 + BOa3)

2.1.4 Satz von Steiner

Massentragheitsmomente beziiglich einer um den Betrag a parallel zur Schwerachse verscho-
benen Achse, z.B.

éll = é]l + ma2

2.1.5 Schwerpunkthauptachsen

Die Deviationsmomente beziiglich der Schwerpunktachsen verschwinden, d.h.

B12 =013 =033 =0

2.2 Beispiele

2.2.1 Punktmassen

(1

e Mathematisches Pendel:

91 = ml?

e Beliebiger Korper, durch Punktmasse ersetzt:

Tragheitsarm k = \/ _9_1
m

81 e mk2
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2.2.2 Linienmassen

Langer, schlanker Stab mit konstanter Massenbelegung; p = konst.

o 5 m12 1'1112 (2.} - El] .
1= 9M = 77 oy = M
12 3 L IIZ—LfU2——L

2.2.3 Raiaumlich verteilte, homogene Massen

e Quader:
a? 4+ c?
Q=
3.2 C2
Qs = m(? + 1—2-)
2 2
By = ma +c
V =abé iizl [
- (P
e Kreiszylinder: 2 i e
|k
91 = —mR2 =
2
SAR? NiuWt verseien! -
92 = —2-mR N U‘&Q e, |
R 2 I
O3 = m(—4— + 12
V = R2nl
e Kegel: r
— 3 2
61 = me !
0, = w?)—m(4R2 +12) |
180 | —
V = _nR? |
3 Ve
e Kugel:
0 = %mR2
7 2 -
62 = ng (A
4 : .
V:§1rR3 \Tzf‘"-\_ / =

Winktdgesorcindighes b Planat : (o= %‘5 Csa
L @'l ""'(4\)'], @7_

rad _

Hy» 21 = T T
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2.2.4 Homogener Hohlkérper

0= 9m.xi?»,t-:n = 9imlen

z.B. Massentriagheitsmoment einer Hohlkugel beziiglich der Schwerachse:

2 5 2 2 2 RP—1P
91 = smau.ﬁenR sminnenr = 5mR3 — 1

2.2.5 Beliebig zusammengesetzter Korper

n
5 Z 6, mit n Teilkérpern
i=1

“obleme des Rurrl-.irpub%&gun}.

- Skizype Pit allen lersbien

- ldl eines leoerdinatensiutens

- Avlste len dor ﬂew'—z%afzw‘%m&v . Rervasponht beim
Ronenten 1dn ist dobes frceple, odes Frobes Put,

. Pe; Stollproblemnen arvéstellen des [mpolosater dEr betelyte
ledrper vnd der SeoRbeddngun gen

hForhblju\Jnl GMJ{'%R-" kinenoti A ﬂh'z.‘cfwnam

. Ahrits- odas Energresadn avdsteden (m f\;h‘z.
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3 Erhaltungssitze der Dynamik

3.1 Erhaltung der Bewegungsgrofie

(auch: ,Dynamisches Grundgesetz®, Impulserhaltung)

Die Bewegungsgrofe B ist definiert als:

mit xp: Ortsvektor des Massenmittelpunkts

Ist die Masse m des Korpers konstant, so erhilt man die Bewegungsgrofe/den Impuls zu:

B = ImVm

mit vy: Geschwindigkeitsvektor des Massenmittelpunkts

Impulssatz: Die materielle zeitliche Ableitung der Bewegungsgrofe eines Korpers ist gleich
der von auflen auf den Kérper einwirkenden Resultierenden der dufleren Krifte.

Fzng=maM

s gu=0f -of

mit ay;: Beschleunigungsvektor des Massenmittelpunkts

Wenn F Null ist, bleibt die Bewegungsgrofie unverindert (Erhaltung der Bewegungsgrofie
bzw. Impulserhaltung):

3.2 Drehimpulssatz

Drehimpulssatz/Drallsatz: Die materielle zeitliche Ableitung des Drehimpulses/Dralls eines
Kérpers bezogen auf einen raumfesten Punkt 0 ist gleich dem resultierenden Moment der
auf den Korper angreifenden Krifte bezogen auf den gleichen raumfesten Punkt 0.

dH g

dt
Krabt Mt Poterbtial 2 Lontenative leraff -5 Arbeit ise egmebiingy
_> Esexishiert en Potebiod T =-W :

M) =



Institut fiir Statik und Dynamik der

Universitat Stuttgart Luft- und Raumfahrtkonstruktionen
Institutsleiter: Prof. Dr.-Ing. T. Ricken

H g ist der Drall bezogen auf den raumfesten Ursprung 0:

H(o} = /(x X V) dm
v

Entsprechend kann der Drall beziiglich des korperfesten Ursprungs 0 angegeben werden:

v

Setzt man wiederum eine konstante Masse m voraus, lautet der Drallsatz wie folgt:
M) = X5 X mvy + Xy X m\'r§+H5

Sonderfille:
a.) 0 ist der Beschleunigungspol: v5=0 — Mg = H(ﬁ)
b.) M liegt auf der Wirkungslinie der Beschleunigung 0:  Xp||vy — Mp = H(ﬁ)
c.) 0 und M fallen zusammen: Xy = 0 — My = Hu

Ebener Bewegungszustand:

- Sonderfall a.) oder b.):
Mg = Qe@és oder in Komponentenschreibweise: M5 = Ne o

- Sonderfall c.):

My = Q@Még oder in Komponentenschreibweise: My = Q@M
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3.3 Erhaltung der Energie

In einem abgeschlossenen System ist die materielle zeitliche Ableitung der Energie gleich
Null. Ly Es tirhen being aulBesen kadife/Monente

E=0
thuLguLmL’cuni r g T8+ Pon
3.3.1 Energiebilanz bei Potentialkraften

i U + T = konst.
‘-) Rdx+Up+Ta=Ug+Tg
L.-._‘Yi___.__.n

Areait durch Raibung
Potentielle Energie U:
a.) Gewicht: U = Gh = mgh

b.) Normalkraftfeder: U = %chz

c.) Momentenfeder: U= —%cmlc,p2

Kinetische Energie T:

1
a.) Translation: T = ~mv,

2
. 1 /"CJ
b.) Rotation: P EO(M)Qz

Anstelle dieser beiden Anteile kann die kinetische Energie als reine Rotationsenergie be-
stimmt werden, wenn hier die Sonderfille a.) bis c.) des Drallsatzes vorliegen:

1
T = Ee(p}ﬂz

3.3.2 Arbeitssatz bei Beriicksichtigung nicht konservativer Krifte (z.B. Rei-
bungskrifte)

Ebener Bewegungszustand:

XE1 XE2 YE
/Fldxl + /ng.)(g +fM(M)d¢ = (UE—i-TE) - (UA-l-TA)

XA1 XA2 YA
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