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Numerische Integration
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Numerische Differentiation
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Gewohnliche Differentialgleichungen

Euler-Cauchy-Verfahren Sehnentrapezformeln
Normal Verbessert
h
h Yiv1 =Y+ = (f(miay't') + f($i+11yi+1})
Yit1 =Y + hf (zi,y;) YVier =yi +hf ($i+§aye‘ + §f (wzayi)) 2
Schrittkennzahl x Verfahren Von Heun Konsistenzordnung p
k=h|f,l <2 Exditan el < CHPHL, i=0,1,2,...
EC-Stabilitiit Yir1r = yi + hf (zi, 1) Euler-Cauchy: 1
k=hlf|<1 Korrektor Verfahren von Heun: 2

Simpson-Regel

h N
Vi1 =i+ 3 (f (i yi) + f (Tig1, Pir1))
h
Yit1 = yiortg (f ®i1,i1) + 4F (i, 45) + f (Tog1, vi41))

Lokaler Verfahrensfehler Globaler Verfahrensfehler Konvergenzordnung p
€i+1 = Y (Tit1) — Yi1 €i+1 =Y (Tit1) — Yit S les| < KhP
31‘::& }g{:ﬂf&% Adams-Bashforth-Verfahren ¢ # %8V 5 f rdm“ﬁ: . .
>Bee; Sardes e Aalpl- Fipa= At "g(‘;-z, (’;}‘f.‘)* }[{,’f.-.,f;,.,) + :
Stoelew Qg Ai—5| @i_yg Qi—3|  @Qi_o gy * 'sz"{();q i )) o
LS Gheftrege ooer ét
n=1: 1 § rer b it +
2 2 L% 3
5 16 23 = <
5 T 2 T B & +
A A (AT T 4
ED 24 24 24 24 -E I
E 2511 1274 2616| 2774|1901 § ji
E 720 720 720 720 720 % .
s s | osmi| ol oos2  7om| aovr H
1440| 1440 1440 1440 1440 1440 ha 7
e T 19087 1344721407139 688256 | 705549 4472881198721 . i §
604801 60480 | 60480 60480 | 60480 60480 | 60480 "":‘j 3
Adams-Moulton-Verfahren i E Wg
[~ =l &
+ 2l
ai—g Qi—5 ai—4 i3 ai—2 Q-1 a; Qi+1 ]; r %
e EN Y TE
12 12 12 §
n=23 i __El 19 _g =
o 24 24 24 24 —f-
T o, 190 106 264 66| 251 =
téP 720 720 720 720 720 &
g . 27| _173| 482 798| 1427| 475 Lg
o 1440 1440| 1440 1440 1440] 1440 ==
= 863 6312 20211| 37504 464611 65112| 19087 ) =
== 60480 6040| ~ 60480| 60480| 60480| 60480| 604R0 & \ §
.. 1375 ~ 11351 | 41499 88547 123133 1217971279698 | 36799 i
~ 71209601 120960 1209601 120960 1120960! 120960 | 120960 120960 = ) J
Il
I
=




Gewohnliche Differentialgleichungen
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Gewohnliche Differentialgleichungen
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Gewohnliche Differentialgleichungen
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Struktogramme

Struktogramme beschreiben die Grundstruktur eines Programms ohne auf eine bestimmte Pro-
grammiersprache einzugehen. Amhand eines Struktogrammes soll es méglich sein, den beschrie-
benen Algorithmus in jeder Programmiersprache umzusetzen.

1 Elemente eines Struktogramms

1.1 Einfache Anweisungen

c=a-+b

Umfasst die Anweisung den Aufruf eines Unterprogramms, so wird dies mit Strichen an der Seite
gekennzeichnet:

c=f(a) + b

1.2 Verzweigungen

In vielen Situationen ist es notig, aufgund eines Kriteriums das Vorgehen zu variieren. Ein
Beispiel hierfiir wire eine abschnittsweise definierte Situation:

1 fallsz >0
10 fallsz <0

In einem Struktogramm wird dies folgendermafen dargestellt:

x>0
ja nein
y —

Auf diese Art und Weise koénnen auch mehrfache Verzweigungen dargestellt werden:

1 falls z > 1
=< 0 falls0 <z < 1
—1 falssz <0




1.3 Wiederholungsschleifen

Wiederholungsschleifen sind das wichtigste Element in einem numerischen Verfahren. In Schleifen
werden Anweisungen so lange wiederholt bis ein Abbruchkriterium erfiillt ist. Es gibt verschie-
dene Arten von Schleifen:

1.3.1 Abweisende Schleifen

Diese Schleifen iiberpriifen vor einem Durchlauf, ob die Abbruchbedingung erfiillt ist. Ist diese
Bedingung nicht erfiillt, werden sie gar nicht erst ausgefiihrt.

falls Bedingung erfiillt

Anweisung

Anweisung

1.3.2 Annehmende Schleifen

Diese Schleifen iiberpriifen am Ende eines Durchlaufs, ob die Abbruchbedingung erfiillt ist. Dieser
Schleifentypus wird immer mindestens einmal ausgefiihrt, auch dann, wenn die Abbruchbedin-
gung schon vor dem ersten Durchlauf erfiillt wére.

Anweisung

Anweisung

bis Bedingung erfiillt

1.3.3 Zéihlschleifen

Zahlschleifen haben kein eigenes Symbol, da sie durch die anderen beiden Schleifentype darge-
stellt werden kénnen:

i=1

Anweisung

Anweisung

i=i4+1

bis i = 100




2 Aufbau

Fiir numerische Verfahren lisst sich der Aufbau eines Struktogramms immer vier Abschnitte
einteilen:
1. Variablendeklaration
Hier miissen alle verwendeten Variablen und Funktionen entsprechen ihres Typs (Real oder
Integer) deklariert werden.
2. Initialisierung der Variablen
Vor der Verwendung muss jeder Variable ein sinnvoller Wert zugewiesen werden. Dies kann
auch durch eine Eingabe vom Benutzer geschehen.
3. Eigentlicher Algorithmus

Hier werden alle Berechnungen durchgefiihrt

4. Ausgabe

Zum Schluss sollten alle Ergebnisse ausgegeben werden. Dies kann allerdings auch schon
in Punkt 3 passieren, falls notig,



3 Funktionen und Unterprogramme

Unterprogramme sind bei der Entwicklung grofierer Codes ein wichtiges Element, um effizient
und iibersichtlich programmieren zu kénnen. Dariiber hinaus ermoglichen Sie es, bereits erstellte
Routinen einfach in neue Projekte zu integrieren.

3.1 Funktionen

Funktionen sind unterprogramme, die einen Wert zuriickliefern, wie z.B. y = sin(z). Die Anwen-
dung soll an einem einfachen Beispiel demonstriert werden:
Hauptprogramm:

y = quadrat(x)

Unterprogramm:

REAL Function quadrat(x)

REAL : x

Ubernehme x

*

quadrat = x * x

Ubergebe quadrat

Hervorzuheben ist hier, dass durch . Ubernehme® deutlich gemacht werden soll, welche Va-
riablen tatsichlich aus dem aufrufenden Programm iibernommen werden sollen. in ,,Ubergebe®
stehen dann alle Variablen, die wieder an das aufrufenden Programm iibergeben werden.



3.2 Unterprogramme

Unterprogramme miissen keinen Riickgabewert haben und werden auch anders aufgerufen. Sie
konnen allgemeine Aufgaben umfassen, die aus dem Hauptprogramm ausgelagert werden sollen.
Anzumerken ist, dass es Programmiersprachen wie C gibt, die nur Funktionen kennen. Hier ist es
mdglich, Funktionen mit ,leerem“ Riickgabewert zu definieren, die dann eben ,,Unterprogramme*
sind. Fortran stellt aber beispielsweise beide Elemente zur Verfiigung. Die Verwendung soll an
einfachen Beispielen demonstriert werden:

Hauptprogramm:

CALL SaveData(x, y, N)

Unterprogramm:

Unterprogramm SaveData(x, y, N)

INTEGER : i, N

REAL : x(1:N), y(1:N)

Ubernehme x, v, N

i=1

Offne Datei

Schreibe x(i) und y(i) in Datei

i=i41

bisi = N+1

Schliefie Datei

Ubergebe nichts




Hauptprogramm:

CALL GetYZ(x, y, 2)

Unterprogramin:

Unterprogramm GetYZ(x, y, z)

REAL : x, y, z

Ubernehme x

e G

z = 3*x%eqri(x)

Ubergebe y,z
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NUMERISCHE SIMULATION SOMMERSEMESTER 2022

Name: Bf//-‘,\, Matrikelnummer:

Aufgabe 1 (13.5 Punkte)

» Die mit Stern (*) gekennzeichneten Teilaufgaben lassen sich unabhdngig von den
vorhergehenden Teilaufgaben lisen.

* Bearbeiten Sie die nachfolgenden Teilaufgaben auf ecinem separaten Blatt, be-
schriftet mit Name und Matrikelnummer!

 Fillen Sie auflerdem die Losungsfelder auf diesem Aufgabenblatt aus!

Es wird die folgende gewohnliche Differenzialgleichung (DGL) 2.0rdnung im Intervall
t € [to, tena] betrachtet:

y'+2y +y=0 (1)
y(to) = vo, ¥'(k) = 9}

/aj/”‘(g.() Punkte) Schreiben Sie die DGL 2.0Ordnung um in ein DGL-System 1.0rd-
nung, wobei das resultierende Gleichungssystem die folgende Form annehmen soll:
y=fty, ult)=1y,. (2)
,b‘)/* (2.5 Punkte) Um das AWP zu lésen, wird das Adams-Bashforth-Verfahren 3.0Ord-
nung (AB3) verwendet. Geben Sie die Verfahrensvorschrift fiir einen Zeitschritt von
t; nach t;;; an mit konstantem At = #;,, — ¢;.
Wie viele Anlauf-Stiitzstellen benétigt das Verfahren und wie kénnen diese sinnvoll
bestimmt werden?

/9*)/(6.5 Punkte) Die numerische Losung von AWP (1) mittels des Zeitintegrations-
verfahrens aus Aufgabenteil b) soll nun in einem Struktogramm umgesetzt wer-
den. Dieses besteht aus einer Hauptfunktion, der Funktion AB3 fiir das Adams-
Bashforth-Verfahren und der Funktion ANLAUF fiir die Berechnung der Anlauf-
Stiitzstellen.

Vervollstindigen Sie das gegebene Struktogramm. Achten Sie darauf, dass die in
der Hauptfunktion an AB3 und ANLAUF iibergebenen Funktionsargumente kon-
sistent sind mit den von Ihnen definierten Funktionssignaturen. Gehen Sie davon
aus, dass die Auswertung der Funktion der rechten Seite iiber den Aufruf f(t,y)
moglich ist. -

Hinweis: Vervollstiandigen Sie das Struktogramm direkt auf dem Aufgabenblatt.
Nicht alle Zeilen miissen dabei zwingend ausgefiillt werden.
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Hauptfunktion

Funktion y. . = AWPLOSER( 4o, Yo, to, tends V)

Speichere yy = [ 3 ' ]

solange i < N

f[i=1y)

WAHR FALSCH

dy = ANLAUF( %, .¢,4%) dy = ABS(.‘.‘.‘. ‘ .[r‘l.,. s[.-.—.t. ' L -

R

-
"

bk i

B 2 Edd

Speichere t; =1, y, =y

Ausgabe: Feldlésung y. . = [ﬂo’ﬂl’ .
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Name: Matrikelnummer:

Integrationsverfahren fiir Anlaufstiick

Funktion dy = ANLAUF( . X,)’ el )

4‘-—1 - £( ’(f'. /ft)
t
by E C(xqt+ ﬁf oy # == 4o )

ho = [ (xibab, 2y -ath, v 2at0s)
dy = 1 F %-t:(éx-r“‘qé\i “'[‘-‘3)

Adams-Bashforth-Verfahren 3.0Ordnung

Funktion dy = AB3( 26 .,.\[.':‘.7-., ; ""'() ................ )

dp> ae (B -3( [,

>

Im Folgenden wird das AWP (1) zu einem Randwertproblem (RWP) umformuliert:

V' +2y +y=0 (3)
y(to) = Yo, Y(tend) = Yend

Das RWP soll nun mit dem linearen Schiefiverfahren unter Verwendung des obigen AWP-

Losers gelost werden. Fiir ¢(fy) sollen als initiale Schiatzung die beliebigen Werte y{)(l)

und y(’](z) angenommen werden.

/d’f *(2.5 Punkte) Setzen Sie das lineare Schieverfahren im unten stehenden Struk-
togramm um. Rufen Sie dabei die Funktion AWPLOSER aus Aufgabenteil c¢) auf
und achten Sie auf die korrekte Wahl der Funktionsparameter.

Hinweis: Vervollstandigen Sie das Struktogramm direkt auf dem Aufgabenblatt.
Nicht alle Zeilen miissen dabei zwingend ausgefiillt werden.
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Lineares Schiefiverfahren

Eingabe: Yo, Yend, f{]a tenda N

/(1)

Definiere /(2)

1y0

= 8 7({1)
vols = AP-Coeer (J A4,

{‘o,'{‘e..d’ N)

= 7 TR )
¥y =AUP-lase (7o, 705, Lo, tad a0
&3]
K~ Tres (beng) = Fend
Freglted)e ol (o)
K?.: /," L(-ﬂ
¢ (v?
YO = b " Ppeny (£) + leq ~Prery ()

Ausgabe: Zeichne Naherungslosung y(t)
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Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 2 (14.5 Punkte)

o Die mit Stern (*) gekennzeichneten Teilaufgaben lassen sich unabhédngig von den
vorhergehenden Teilaufgaben lasen.

o Bearbeiten Sie die nachfolgenden Teilaufgaben auf einem separaten Blatt, be-
schriftet mit Name und Matrikelnummer!

e Fillen Sie auflerdem die Losungsfelder auf diesem Aufgabenblatt aus!

Das lineare Randwertproblem (RWP)

1 1
SV +y=5("—2+1) (4)

2
y(0)=0, y(2)=1

soll im Intervall [0, 2] unter Verwendung des Galerkin-Verfahrens gelost werden. Dabei
wird die Losung y(z) zunichst durch eine Linearkombination von N globalen Basisfunk-
tionen ¢(z) approximiert:

N
y(z) = yn = Z Jiti(z). (5)

*(2.0 Punkte) Leiten Sie zunachst die schwache Formulierung der Differenzialglei-
chung (4) unter Verwendung einer allgemeinen Testfunktion ¢(z) her.

,b’f (3.5 Punkte) Wenden Sie das Galerkin-Verfahren auf Ihre Gleichung aus Aufga-
benteil a) an. Setzen Sie dafiir den Ansatz yj fiir Ihre Naherungslosung ein. Welche
Forderung stellt das Galerkin-Verfahren an die Wahl der Testfunktionen?
Schreiben Sie die resultierende Gleichung in Matrix-Vektor Schreibweise und be-
nennen Sie die Terme.

,Qj/ *(2.5 Punkte) Als Basisfunktionen sollen nun Lagrangepolynome fiir die N = 3
Stiitzstellen z; = 0, 2 = 1 und 23 = 2 verwendet werden. Geben Sie die Polynome
o1, @9 und ¢4 fiir die drei Stiitzstellen an. Welche besondere Eigenschaft haben
Lagrangepolynome?

/d( (1.5 Punkte) Die analytische Losung der PDE lautet y(z) = 3(2® — ). Vergleichen
Sie die analytische Losung mit den Basisfunktionen aus Teilaufgabe ¢). Geben Sie
die Koeffizienten #;, > und f; an, fiir die die Ndherungslosung der analytischen
Losung entspricht.

Nachdem die DGL mit einem globalen Galerkin-Verfahren gelost wurde, soll nun ein
Finite-Elemente-Verfahren verwendet werden. Die Losung y(z) wird wieder mit dem
Ansatz y(z) = y, = SN, 9:0:(x) approximiert, wobei ¢;(z) jetzt die Hutfunktionen
bezeichnen.
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Auf einem dquidistanten Gitter mit Schrittweite h sind die Hutfunktionen definiert im
Intervall [z;, ;1] = [2;, 7 + h] als

di(z) =1— ”‘";lm (6a)
T — Ti] T — ;
, = = b

e) *(3.0 Punkte) Es soll nun die elementlokale Massematrix aufgestellt werden:
W
Ml = [ di(@)o(a) do (7)

Erganzen Sie die fehlenden Diagonaleintrage. Nutzen Sie dabei die Beziehung
Tig1 = I; + h.

Vg
=21

M(i) h

=]
=4

ﬁf *(2.0 Punkte) Das obige Randwertproblem kann nun mit zwei Verfahren gelost
werden: mit dem globalen Galerkin- Verfahren oder dem Finite- Elemente- Verfahren.
Welches Verfahren liefert im vorliegenden Fall das genauere Ergebnis? Wie wiirde
sich der Fehler des Finite-Elemente-Verfahrens mit quadratischen Basisfunktionen
anstelle der Hutfunktionen verhalten?
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Name: Matrikelnummer:
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Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 1 (16.5 Punkte)

o Die mit Stern (*) gekennzeichneten Teilaufgaben lassen sich unabhdangig von den
vorhergehenden Teilaufgaben ldsen.

o Bearbeiten Sie die nachfolgenden Teilaufgaben auf einem separaten Blatt, be-
schriftet mit Name und Matrikelnummer!

o Fiillen Sie auflerdem die Losungsfelder auf diesem Aufgabenblatt aus!

Die Lotka-Volterra Gleichungen
dyi ()

i = () [e1 — na(t)], (1a)
D20 — (0 =m0, (1b)

beschreiben die Populationsdynamik zwischen einer Jager- und einer Beutespezies durch
ein gekoppeltes nichtlineares System gewohnlicher Differentialgleichungen (DGL). Die
Variablen und Koeffizienten sind wie folgt definiert:

y1(t) > 0 Anzahl der Beutespezies
y2(t) > 0  Anzahl der Jagerspezies
€1 >0  Reproduktionsrate der Beutespezies
€, >0 Sterberate der Jigerspezies
v >0  Sterberate der Beutespezies pro Jager
v >0  Reproduktionsrate der Jagerspezies pro Beute

Im Folgenden soll nun ein Anfangswertproblem (AWP) der Form

p=f(t.y), ylb)=y, mitt€ [to, tend] (2)

gelost werden.

/z({ *(2.0 Punkte) Geben Sie den Lésungsvektor y(t) sowie die vektorwertige Funktion
der rechten Seite f(t, y) fiir obiges DGL-System (1a)-(1b) an.

)}ﬁ/*( 2.5 Punkte) Zur numerischen Losung von AWP (2) wird das Adams-Bashforth-
Verfahren 3. Ordnung (AB3) verwendet. Geben Sie die Verfahrensvorschrift fiir
einen Zeitschritt von #; nach ;. an mit (¢4, — ¢;) = h fir alle 4.

Wie viele Anlauf-Stiitzstellen benotigt das Verfahren? Wie konnen diese sinnvoll
bestimmt werden?

Y ¥(2.5 Punkte) Eine Alternative stellt die Verwendung des Adams-Moulton-Verfahrens
3. Ordnung (AM) dar. Geben Sie die Verfahrensvorschrift fiir einen Zeitschritt von
t; nach t;,; an mit (¢4, — t;) = h fir alle 7.
Wie viele Anlauf-Stiitzstellen benotigt dieses Verfahren? Welchen Unterschied gibt
es aufferdem zum AB3-Verfahren?
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NUMERISCHE SIMULATION

SOMMERSEMESTER 2021

Name:

Matrikelnummer:

Hinweis: Nutzen Sie dabei die Orthogonalitit der Basisfunktionen aus:

-

I

/ﬂ cos(mz) cos(nx)de = {

m flir m=n

0 fir m#n
=[]
0 T o
0 ° Z}

,e’)/ *(1.0 Punkte) Erlautern Sie die zwei wesentlichen Aspekte, um das globale Galerkin-
Verfahren durch ein Finite-Elemente-Verfahren zu ersetzen.

/f’)/ *(1.0 Punkte) Welche Vorteile bietet das Finite-Elemente-Verfahren gegentiber
dem globalen Galerkin-Verfahren? Nennen Sie zwei Vorteile.
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Aufgabe 2 (10.0 Punkte)

» Die mit Stern (*) gekennzeichneten Teilaufgaben lassen sich unabhdngig von den
vorhergehenden Teilaufgaben losen.

o Bearbeiten Sie die nachfolgenden Teilaufgaben auf einem separaten Blatt, be-
schriftet mit Name und Matrikelnummer!

o Fillen Sie auflerdem die Losungsfelder auf diesemm Aufgabenblatt aus!

Die eindimensionale Helmholtzgleichung
W +9u=1-z, u(—7w)=0, u(r)=0. (5)
soll im Intervall [—7, 7] unter Verwendung des Galerkin-Verfahrens gelost werden.

_#f *(2.0 Punkte) Leiten Sie zunichst allgemein die schwache Formulierung nach
Galerkin der obigen Gleichung her. Verwenden Sie dabei allgemeine Testfunktionen

P(z).
,160/ *(1.0 Punkte) Was ist die wesentliche Annahme des Galerkin-Verfahrens?

Die Losung u(x) wird nun durch die Linearkombination von drei globalen Basisfunk-
tionen ¢; approximiert:

3
u(z) = uy(z) = 2 f;04(z). (6)

&) (3.0 Punkte) Wenden Sie das Galerkin-Verfahren auf Ihre schwache Formulierung
aus Aufgabenteil a) an, indem Sie obigen Ansatz fir die Losung wu;, verwenden.
Bringen Sie die resultierende Gleichung in Matrixform und benennen Sie die auf-
tretenden Terme bzw. Matrizen.

A *(2.0 Punkte) Wir nehmen an, dass die Massenmatrix folgende Form hat

<Pr,p1> <@L > < Qp,03>
M= |<d2,¢1> <a2> <o, ¢3> (7)
< Q3,01 > < 03,00 > < @3,03 >

mit < ¢y, ¢; >= f ;.
Ferner verwenden wir die Basisfunktionen
¢1(x) = cos(z), ¢a(z) = cos(2z) und ¢3(z) = cos(3z).

Berechnen Sie nun alle Eintriage dieser Massenmatrix.
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Name: Matrikelnummer:

(beliebiges) Runge-Kutta-Verfahren 3.0rdnung

FUNKTION dy = RK3(.£..,. B e s s i )

k"’: ‘:()‘;r 7’)

Ka '-'-!(XH-:C; . 2 k)
ks = ((xith , > -bhert 2 bhz)
dy = ¢ 2(kn tGbrtbg)

Pradiktor-Korrektor-Verfahren 3.0rdnung (AB3-AM3)

FUNKTION dy = ABAM3( . e, b, .a(;. . . ,é..yf:)

i = (B-2L 2L, )
div & 2l o PP v
Ls '(:i'&-v :ch.i"—. ,7;‘;-.)

Wir vereinfachen nun das DGL-System indem wir annehmen, dass es keine Beute mehr
gibt, d.h. y:(¢) = 0 = konst.. Dadurch fallt Gl. (1a) weg und Gl. (1b) vereinfacht sich zu

)';_’(1‘) dy;_gt) = —e212(t) {= - € C¢) (3)

Diese skalare DGL soll nun mit dem Heun-Verfahren :
Jir1 = i + hf(y:), Tradiator (4a)
Yirr1 = ¥ + g () + f(Fis1)] - Leorrestor (4b)

gelost werden.

f *(4.0 Punkte) Fihren Sie eine Stabiltdtsanalyse durch und formulieren Sie die
Bedingung, aus der die maximale Zeitschrittweite abgeleitet werden kann. Letztere
muss nicht explizit nach h aufgelést werden.
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/Y{ *(5.5 Punkte) Zur Losung von AWP (2) soll nun ein Pradiktor-Korrektor-Verfahren
3. Ordnung zum Einsatz kommen. Als Pradiktor wird das AB3-Verfahren aus Auf-
gabenteil b) verwendet, als Korrektor das AM3-Verfahren aus Aufgabenteil c).
Vervollstandigen Sie das Struktogramm. Dieses besteht aus einem Hauptprogramm
und den Funktionen RK3 und ABAMS3 (néchste Seite). Achten Sie darauf, dass
beim Aufruf der Funktionen RK3 und ABAM3 Werte iibergeben werden miissen.
Gehen Sie davon aus, dass die Auswertung der Funktion der rechten Seite mittels
des Aufrufs f(¢, y) moglich ist.

Beachten Sie: Vervollstandigen Sie das Struktogramm direkt auf dem Aufgaben-
blatt. Nicht alle Zeilen miissen dabei zwingend ausgefiillt werden.

Hauptprogramm

Eingabe: y, fo, tena, N

Speichere t, Y,

L - to- z‘;o\gr

Al
f’= fo
J= Yo
7=

solange i < N

f,=1ty)
T o< 2
WAHR FALSCH

= RE3{: vuvwn snvn s vvns v wowwa w ) dy= ABAM3( « cvs x coms 5 wuios 3 )
t= t+6b
Z= FrdrF
[ = 1=

Speichere t; < t, Y4y

Ausgabe: Zeichne Néherungslosung [t;, y,] mit i =0,..., N
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Name: Matr.-Nr.:

Aufgabe 1 (11 Punkte)

Hinweise: Die mit (*) gekennzeichneten Teilaufgaben kénnen unabhingig von den an-
deren Teilaufgaben gelést werden. Bearbeiten Sie die Aufgabe auf einem eigenem Blatt
bzw. Fiillen Sie die Struktogrammgeriiste auf den Aufgabenblittern aus!

Der Flug eines Flugzeugs in konstanter Hohe lisst sich beschreiben durch die nichtli-
neare gewohnliche Differenzialgleichung (DGL)

0+ (00 + aalt) = = ao(1). 1)

Die Koeffizienten a;(¢) und ay(t) stammen aus Widerstands- bzw. Auftriebskraft und

sind wegen der abnehmenden Flugzeugmasse (Treibstoffverbrauch) zeitabhingig. Der

Koeffizient ao(t) gibt die Schubkraft an und ist entsprechend ebenfalls zeitabhéngig.
Im Folgenden soll nun ein Anfangswertproblem (AWP) der Form

y=f(t,y), ylt) =1y mitte [ty tond] (2)

gelost werden.

(1 Punkt) Geben Sie die Losungsvariable y(t) sowie die Funktion der rechten Seite
f(t,y) fir obige DGL (1) an.

(1 Punkt) Zur numerischen Losung von AWP (2) wird die Sehnentrapezregel ver-
wendet. Geben Sie die Verfahrensvorschrift fiir einen Zeitschritt von ¢; nach t;,
an mit (¢4, — t;) = h. Welche Konvergenzordnung besitzt das Verfahren?

}2/(2 Punkte) In seiner Form der Sehnentrapezregel sehr dhnlich ist das Heun-Verfahren:

h _ -
Vi =Yt 5 [t ) + f(tivr, Bo)] mit iy = g + hf (6, 91) -
Welche Konvergenzordnung besitzt das Heun-Verfahren? Worin besteht der ent-
scheidende Unterschied zur Sehnentrapezregel und welche Konsequenz hat dies fiir
die Wahl des Zeitschritts?
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Name: Matr.-Nr.:

/d"'f (5 Punkte) Zur Losung von AWP (2) soll nun unten skizziertes Verfahren vierter
Ordnung zum Einsatz kommen. Vervollstindigen Sie das Struktogramm. Dieses
besteht aus einem Hauptprogramm und den Funktionen RK4 und AB4 (néchste
Seite). Achten Sie darauf, dass beim Aufruf der Funktionen RK4 und AB4 Werte
libergeben werden miissen. Gehen Sie davon aus, dass die Auswertung der Funk-
tion der rechten Seite mittels des Aufrufs f(¢, y) moglich ist.

Beachten Sie: Nicht alle Zeilen miissen zwingend ausgefiillt werden.

Hauptprogramm

Eingabe: o, to, fena, N

Speichere t, yo

_ tend-te
b= —N—

s 7

e~ to

i:=0

solange i < N

WAHR FALSCH

dy=RE4 (M%7 ) dy=AB4 (e kifon Lz

Fon e @

!

t= &+

{im d

Speichere t; « t, y; + y

Ausgabe: Zeichne Naherungslosung [t;, 3] mit i =0,... N
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Name:

Matr.-Nr.:
klassisches Runge-Kutta-Verfahren 4.0rdnung
FUNKTION dy = RK4 ( b, A S )
ha= [(K{,,)’,)

hs

o
h
~

w3
-+
|5
s
§

F-
iy

= F(xitl 246 (ko -k +hy))
Adams-Bashforth-Vefahren 4.0rdnung

F'UNKTION dy = AB4( G, €. & :.,_f,-:u,,_ f 3.)

-3
d)":"("(:gi: -2 t ?‘?[-1—--&,!-3)

vy 1T o4y

,e‘)/(,? Punkte) Wozu dient die dargestellte Fallunterscheidung im Hauptprogramm

in Aufgabenteil d)? Welche Konsequenz hitte das Ersetzen des RK4-Verfahrens

durch das explizite Euler-Cauchy-Verfahren auf den globalen Fehler und die globale
Konvergenzordnung?
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Name: Matr.-Nr.:

Aufgabe 2 (13 Punkte)

Hinweise: Die mit (*) gekennzeichneten Teilaufgaben kénnen unabhdngig von den an-
deren Teilaufgaben geldst werden. Bearbeiten Sie die Aufgabe auf einem eigenem Blatt
bzw. fillen Sie die vorgegebenen Lisungsfelder auf dem Aufgabenblatt aus!

Das lineare Randwertproblem
y'+2y=32"+2, yla)=1, y(b)=1.

soll im Intervall [a,b] unter Verwendung des Galerkin-Verfahrens gelost werden. Die
Losung y(z) wird dabei durch die Linearkombination von N globalen Basisfunktionen
¢; approximiert:

N
y(z) = yp = Y lidi(2).
i=1

}Y( (3,5 Punkte) Leiten Sie zundchst allgemein die schwache Formulierung nach Ga-
lerkin der obigen Gleichung her. Setzen Sie dann den Ansatz fiir die Losung y,, ein.

M (8 Punkte) Das so gewonnene Gleichungssystem soll nun in die Matrix-Vektor-
Schreibweise
Sy+My+Gy=f
tiberfiihrt werden. Dabei ist § die Steifigkeitsmatrix, M die Massematrix, G die

Randwertematrix, f der Lastvektor und § = [#, ..., ] T der Vektor der unbekann-
ten Freiheitsgrade. Geben Sie fiir den Fall N = 3 an, wie die einzelnen Eintrage in
S, M und f lauten (fiir die spezifische Gleichung, aber fiir noch allgemeine Basis-

funktionen). Verwenden Sie dabei die Schreibweise < f, g >= [’ f(z) - g(z)dz.
Y TR g

-<o-f! ¢-1 <¢"’f 7—/' —(¢‘31 ¢'2 }
1 / ! . { ')

(b )] [y P} 1Py 4o
4 r ¢ ] X!

-((P‘.i. ?—1;' ‘(¢? / ?:-. '( 2, ¢:_'

2(F, 3o ) [P, $1) (P, 82D
M= 2Cq, ¢ [2¢pe 0 Y [2(P. )

2(9;,9”) ?Q,QQEQ:.} 7-( @
faxe) O
(1x*42) @ >
(24 ) 85>

llen
|

N

I~
Bl
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Name: Matr.-Nr.:

x’)/ (2 Punkte) Es werden nun als Basisfunktionen drei Legendre-Polynome auf dem
Intervall [—1, 1] gewahlt: ¢ = 1, ¢3 = z und ¢35 = %(Sf — 1). Berechnen Sie den
dritten Diagonaleintrag der Massematrix sowie den ersten Eintrag des Lastvektors.

Mys=[o0, & |
A=l € ]

d¥Y" (1,5 Punkte) Die analytische Losung der PDE lautet y(z) = (322 —1). Fiir welche
g 2
Koeffizienten 7; entspricht die Niherungslosung y;, der analytischen Losung, wenn
die Legendre-Basis aus Aufgabe ¢) verwendet wird.

7} (2 Punkte) Wie hoch ist der Fehler, der hier bei der Losung der ODE mit dem
Galerkin-Verfahren gemacht wurde? Wie verdindert sich der Fehler, wenn anstelle
von N = 3 mit N = 2 oder N = 4 Freiheitsgraden gerechnet wird.

Hinweis: gefragt ist eine qualitative Begriindung ohne Rechnung

% Punkt) Das obige Randwertproblem kénnte alternativ mit der FE-Methode auf
K aquidistanten Teilintervallen und den Hutfunktionen als Basisfunktionen gelést
werden. Ist es moglich mithilfe der Hutfunktionen als Basisfunktionen und einer
Wahl der Auflésung K ein besseres Ergebnis als mit dem hier benutzten Galerkin-
Verfahren mit N = 3 zu erzielen? Begriinden Sie Ihre Antwort.
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Name: Matr.-Nr.:

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Hinweise: Die mit (*) gekennzeichneten Teilaufgaben kinnen unabhdngig von den ande-
ren Teilaufgaben gelost werden. Bearbeiten Sie die Aufgabe auf einem eigenem Blatt!

Wir betrachten die zweidimensionale stationare Wéarmeleitungsgleichung
Tee(2,y) + Tyy(z,y) = ¢(z,9) (2,9) € Q= [a, 8] x [¢, d] (3)
mit Dirichlet-Randern
T(z,y) = To(z,y) fir (z,y) € 0.
Zur Losung des Problems soll ein Finite-Differenzen-Verfahren verwendet werden. Dazu

wird das Rechengebiet mit N Gitterpunkten je Richtung mit Az und Ay als resultie-
renden Schrittweiten diskretisiert.

(2 Punkte) Zur Diskretisierung von Gl.(3) sollen zentrale Differenzen vierter Ord-
nung zum Einsatz kommen. Geben Sie die diskrete Form des Problems an

Im Folgenden soll die diskrete Gleichung aus Aufgabenteil a) in die Matrix-Vektor-Form
A- T = q gebracht werden.

/ly*’f( 1 Punkt) Geben Sie die Dimensionen von A, T und ¢ an. Bringen Sie auBerdem
die zweidimensionalen Indizes i, j auf einen allgemeinen Index k.

(1,5 Punkte) Wie viele Diagonalen hat die resultierende Matrix A? Geben Sie den
Diagonaleintrag Ay an.
Nun wird die Warmequelle ausgeschaltet und der zeitliche Verlauf der Temperatur-
anderung entlang der x-Achse betrachtet. Die beschreibende Differentialgleichung mit
periodischen Réndern lautet

T, — «T, =0 mit Kk = const. > 0.

Diese wird nun mit einem Verfahren 1. Ordnung in der Zeit und einer zentralen Differenz
2. Ordnung im Raum diskretisiert. Dabei ergibt sich die diskrete Gleichung

1 kAL 1 1 1
T — I = (T — 207 + I, (4)
Dieses Verfahren soll nun auf seine Stabilitdt hin untersucht werden. Dazu soll eine
Stabilitdtsanalyse nach von Neumann durchgefiihrt werden.

}ﬁ)/ (1,5 Punkte) Geben Sie den Ansatz an, der zu diesem Zweck in die diskrete Glei-
chung (Gl.(4)) eingesetzt wird. Handelt es sich hierbei um eine implizite oder
explizite Zeitdiskretisierung?

e) (4 Punkte) Fithren Sie nun mit diesem Ansatz eine Stabilitatsanalyse durch. Nut-
zen Sie die Abkiirzung o = g%%. Unter welcher Bedingung ist das Verfahren stabil?

Hinweis: cos ¢ = 3(e®’ + %)
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Name: Matr.-Nr.:

Aufgabe 4 (9 Punkte)

Hinweise: Die mit (*) gekennzeichneten Teilaufgaben kénnen unabhdngig von den an-
deren Teilaufgaben geldst werden. Bearbeiten Sie die Aufgabe auf einem eigenem Blatt
bzw. Fillen Sie die Struktogrammgeriiste auf den Aufgabenblittern aus!

Im Folgenden soll das Verhalten der Gleichung

15} 0
5770, 0) + = f(p(, 1)) = 0 @
untersucht werden. Dabei ist der Fluss durch
f(p) = pu(p) (6)
gegeben, wobei v mit
v(p) = w (1 - g) , v = const, vy > 0 (7)

berechnet werden kann. Die Gleichung soll mittels des Finite-Volumen-Verfahrens gelost
werden. Am rechten und linken Rand gelten die Bedingungen p = pp¢, bzw. p = ppe, .
Das Rechengebiet soll mit N dquidistanten Teilintervallen der Linge Az diskretisiert
werden.

zﬁ)/ (2 Punkte) Geben Sie den Namen und die Formel der Bedingung an, mit welcher
die Stofigeschwindigkeit berechnet werden kann und berechnen Sie diese.

&) (2 Punkte) Zeichnen Sie qualitativ die Charakteristiken und eventuelle StoBbilder
fir die Anfangsdaten p(z,t = 0) = p, fir z < 0, plz,t = 0) = pg fiir x>0 und
Uy = 1

0 ‘ lx‘ 0 —/
0 % 0 z
{=-77 L ‘{
(@) pr=1,ppg =3 => L+t /? (b) pr =2, pp = —1 —» Vesdinn Vﬂ&f{i‘é‘.‘er

(1 Punkt) Wie muss die Zeitschrittweite gewihlt werden? Geben Sie die notwen-
dige Bedingung fiir die oben betrachtete Gleichung an.
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Name:

Matr.-Nr.:

d”)/ (4 Punkte) Nun soll die Genauigkeit der rdumlichen Approximation verbessert
werden. Dazu soll eine Rekonstruktion 2. Ordnung verwendet werden. Das FV-
Verfahren mit 2. Ordnung im Raum und 1. Ordnung in der Zeit soll dafiir in
einem Struktogramm umgesetzt werden. Ergianzen Sie dazu die Funktion "FV-
02" Diese soll fiir jeden Zeitschritt At aufgerufen werden konnen und gibt p zum
neuen Zeitpunkt zurtick.
Die Funktion ist dabei so aufgebaut, dass zunachst der Fluss an jeder Element-
grenze berechnet wird. In einer zweiten Schleife wird dann fiir jedes F'V-Element
die Losung inkrementiert. Nehmen Sie die Routinen zur Berechnung der Fliisse
iiber jeweils die beiden randnachsten Elementgrenzen als gegeben an.

Beachten Sie: Nicht alle Zeilen miissen zwingend ausgefiillt werden.

PBCy

2

-

—_— W

1

2

3
2

N-% N-3 N+3
z PBCR

‘Nl‘ N

Abbildung 2: Schematischer Uberblick iiber das Rechengebiet. Nummerierung der Ele-
mentgrenzen oben und Nummerierung der FV-Elemente unten.

Funktion p = FV__ 02(p, Az, At, N, ppc,, PBCys )

Zahle i von 1 bis N

i = 2
e FALSCH
> N -2
C&]C(f%) calC(fN_%) .= A.i)c plorod (Py & l/»‘.,,g,.__‘>
. 1 1 -~
ca C(fN+§) S =55 ninemod K Pia-Pisq Liys-22)
aoOX
PL ot v+ K T
ax
e = FPua-Sp =
1]
(%]
fH% = NumericalFluz(py, pr)

Zahle i von 1 bis N

X
AN

/;:F" t'-

1:.'4;_’ - £

i'—':')

8
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Name: Matr.-Nr.:

Aufgabe 2 (11 Punkte)

Hinweise: Die mit (*) gekennzeichneten Teilaufgaben kénnen unabhingig von den ande-
ren Teilaufgaben geldst werden.

Im Folgenden soll das Verhalten der Gleichung

Sp(5. 1)+ 2 f(p(a, 1) = 0 )
untersucht werden. Dabei ist der Fluss durch
f(p) = pu(p) (4)
gegeben, wobei v mit
v(ip) =w(p+1), vy = const, vy > 0 (5)
berechnet werden kann.

(2 Punkte) Geben Sie den Namen und die Formel der Bedingung an, mit welcher
die Stogeschwindigkeit berechnet werden kann und berechnen Sie diese.

(3 Punkte) Wir betrachten das Riemannproblem fiir die Gleichung (3). Geben
Sie die Bedingung an p an, unter der ein Stof entsteht und berechnen Sie die
Ausbreitungsgeschwindigkeit a(p). Zeichnen Sie fiir die gegebenen Anfangsdaten
die Charakteristiken qualitativ ein, gehen Sie dabei von v, = 1 aus.
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Nun soll die Gleichung mittels des Finite-Volumen-Verfahrens 1. Ordnung gelost wer-
den. Am rechten und linken Rand gelten die Bedingungen pBCg bzw. pBC},. Das Re-
chengebiet soll mit N dquidistanten Teilintervallen der Lénge dz diskretisiert werden.

1 2 3'_' N N+1
e
N

j)’)/(Q Punkte) Leiten Sie zunichst das Finite Volumen Verfahren her, indem Sie

Gl (3) mit dem Fluss aus Gl. (4) ber das Kontrollvolumen C; auf dem Inter-
vall [Z;-1/2. Zi1+1/2] und iiber einen Zeitschritt [t,, t,41] integrieren. Verwenden Sie
die aus der Vorlesung bekannten Schreibweisen p fiir den integralen Mittelwert im
Kontrollvolumen C; zum Zeitpunkt n und g7, , fiir den numerischen Fluss tiber
'die Zellkante x; /0.

,d{ (4 Punkte) Ergéinzen Sie das Struktogramm fiir die Funktion "FV__ 01" Diese
soll fiir jeden Zeitschritt dt aufgerufen werden konnen und gibt rho zum neuen
Zeitpunkt zuriick. Der Zellmittelwert zum neuen Zeitpunkt wird dann zunachst in
einem tempordren Vektor rhose,, gespeichert. Nehmen Sie die Funktion "Numeri-
calFlux” als gegeben an.

Beachten Sie: Nicht alle Zeilen miissen zwingend ausgefiillt werden.

Funktion rho = FV__O1(rho, dz, dt, N, pBCy,, pBCg, v)
Zahleivon 1 bis M

; i = 1
Ja nein
: i = N .
ja nein
r(qo(, 5 %FQ(L rholL = I‘hO(i-l) thOL = FLO(;__-;)
rlo R= rbo( it=1) thoR = pBCk flhoR= rho(ie)
%]

fi = NumericalFlux(rhoL, rho(i), v)

=>
fr( z Aunerice Flox (rleR 1ho () Vo \
r‘-«o&rv‘i(;‘) = cho(y) — f——é (L= €L)
toprak”

Tho = Thotemp
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Name: Matr.-Nr.:

Aufgabe 1 (11 Punkte)

Hinweise: Die mit (*) gekennzeichneten Teilaufgaben kénnen unabhingiqg von den an-
deren Teilaufgaben geldst werden. Bearbeiten Sie die Aufgabe auf einem eigenem Blatt
bzw. Fiillen Sie die Struktogrammgeriste auf den Aufgabenblittern aus!

Das Anfangswertproblem

' +3n+4nz=0 mit plz=a)=a und 7(z=a)=T
soll im Intervall [a, b] gelost werden.

v "(2 Punkte) Zunéchst soll das Anfangswertproblem in ein System 1. Ordnung der
Form y'(z) = f(z, y(z)) Gberfihrt werden. Geben sie fiir den Lésungsvektor

i n
y = —
U2 n

die Anfangsbedingungen und den Vektor f an.

/K*/) (1 Punkt) Das Anfangswertproblem soll nun mittels des Verfahrens von Heun
gelost werden. Geben Sie die Verfahrensvorschrift fiir den Schritt von z; auf it
an. Welche Ordnung besitzt das Verfahren?

g ’(?L Punkte) Erginzen Sie die Struktogramme zur Lésung des Anfangswertproblems
mittels des Verfahrens von Heun. Dabei werden die Intervallgrenzen z; = a und
zy = b, die Anfangsbedingungen o und I' und die Anzahl der Stiitzstellen N
der Funktion AWP_ Loeser von aufien iibergeben. Gehen Sie davon aus, dass die
Funktion RHS(z,y) die korrekte Funktionsauswertung von f zuriick gibt.

/d*{ (4 Punkte) Die Anfangsbedingung #/(z = a) = I sei nun unbekannt. Am rech-
ten Rand des Rechengebiets gilt nun n(z = b) = . Dieses Randwertproblem soll
mittels eines Schiefverfahrens gelost werden, dabei soll ein Bisektionsverfahren so
lange ausgefiihrt werden bis fiir den errechneten Wert n(z = b) = y,(z = b) die
Bedingung |n(z = b) — | < € gilt. Zur Lésung der sich ergebenden Anfangswert-
probleme soll die Funktion AWP_ Loeser verwendet werden. Erginzen Sie hierzu
die Funktion Schiessverfahren im Struktogramm.

Hinweise: Variablen miissen nicht deklariert (Formatzuweisung), aber
initialisiert (Wertzuweisung) werden! Es miissen nicht alle Zeilen
verwendet werden! Struktogrammgeriist auf der Riickseite und
nachster Seite!
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Struktogrammgeriist 1: Anfangswertproblemldser mit Verfahen von Heun

function [yreq) =AWP_ Loeser(z;, zy,a, ', N)

b Xn-Xg~1

N

m X Ns

L2 = &, T ]

Yeruz iy )

for { =<7: p-~7

dy= Hewn (7, %, b)

Y 2 ed >

Yy: xth

Schreibe Losung in Feld

Gebe Feldlosung zuriick

function [dy] =Heun(y, z, h)

JOr = 7t RHs )

Wl

dy /+%(%VEH~€(HA,7"‘))

rehuve n d
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Name:

Matr.-Nr.:

Struktogrammgerist 2: Randwertproblemldser mittels Schiefverfahren

function Schiessverfahren()

Eingabe: «, 3, a, b, N, €

Eingabe: I'y, I'y

Iﬁstai"t, = %(Fl + FB)

Ystart = AWP_Loeser(a, b, a, Lsgart, N)

My = ystart(la N)

while (7 -2 | &2€

U =/r'6JP-L6':e_;—-(q, b, ’T‘.., ’N)

Ur2 = 4uyP- sser (&, 6, W, T2 N)

Ja

(» T.',('/,m)-fz) ‘V(/ S

(2,a)-B) o

Nein

Tfrw‘-‘ %Lrﬂ"' f—'rt)

Erweitere Intervall

Unew = A/ P-Bres(e0,6,4,T, , M)

Ny = yneu(lz N)

(yr1i(L,N) = B) - (s —B) <0

Ja Nein
7_‘1 = r’ﬂeﬂd T‘F—, - ‘(_-’W

Riickgabe von ey
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Name:

Matr.-Nr.:

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Hinweise: Die mit (*) gekennzeichneten Teilaufgaben kénnen unabhdngig von den an-
deren Teilaufgaben geldst werden. Bearbeiten Sie die Aufgabe auf einem eigenem Blatt
bzw. Fiillen Sie die vorgegebenen Lisungsfelder auf dem Aufgabenblatt aus!

Das lineare Randwertproblem

3y +y =10z,

y(z) = yp =

y(a) =0, y(b) = 0.

soll im Intervall [a, b] unter Verwendung des Galerkin-Verfahrens gelost werden. Die
Losung y(z) wird dabei durch N globale Basisfunktionen ¢; approximiert:

Z hidi(z

" (3 Punkte) Leiten Sie zunéachst allgemein die schwache Formulierung nach Galerkin
der obigen Gleichung her. Setzen Sie dabei den Ansatz fiir die Losung y;, ein.

(3 Punkte) Das so gewonnene Gleichungssystem soll nun in die Matrix-Vektor-
Schreibweise
Sy, + My, =f

tiberfithrt werden. Dabei ist S die Steifigkeitsmatrix, M die Massematrix, f der
Lastvektor und y, = (1, § ]T der Vektor der unbekannten Freiheitsgrade. Ge-
ben Sie fiir den Fall N = 3 an, wie die einzelnen Eintrége in S, M und f lauten (fiir
die spezifische Gleichung, aber fiir noch allgemeine Basmfunktxonen) Verwenden
Sie dabei die Schreibweise < f, g >= [’ f(z) - g(z)dx.

2 8| Bl [3¢e. ¢,
S= 130D, ¢ FI(gs ¢ ) I ¢2)
3ty ga Y 1384 P00 13Cey @

Kb )] [Cpa 3] KB~ 91 )
M= Cpa, pd] (P, 0] KPu, 82D
KP1, 6,) K3, ¢ (P2 . ¢)]

(7ox ., $5)
L=
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(4 Punkte) Es werden nun als Basisfunktionen drei trigonometrische Funktionen
auf dem Intervall [0,2n] gewihlt: ¢ = sin(z), ¢o = sin(2z) und ¢35 = sin(3z).
Berechnen Sie die Diagonaleintrdge der Massematrix sowie den ersten Eintrag des
Lastvektors. Hinweis: Es gilt sin(r) * sin(s) = $(cos(r — s) — cos(r + s)).

M= ]
Myp=[7€ ]
Mys=[p |

fi=fzom ]

(1 Punkt) Aufgrund welcher Eigenschaft der Basisfunktionen lassen sich die Ne-
beneintrage der Massematrix schnell bestimmen? Wie lauten diese Eintrége?

*¥(1 Punkt) Lassen sich mit der gewdhlten Ansatzfunktion auch noch inhomogene
Randwerte darstellen? Begriindung!
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Name: Matr.-INr.:

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Hinweise: Die mit (*) gekennzeichneten Teilaufgaben kénnen unabhédngig von den an-
deren Teilaufgaben gelist werden. Bearbeiten Sie die Aufgabe auf einem eigenem Blatt
bzw. Fillen Sie die vorgegebenen Lisungsfelder auf dem Aufgabenblatt aus!

Das lineare Randwertproblem

3y" +y =10z, y(a)=0, y(b)=0.

soll im Intervall [a, b] unter Verwendung des Galerkin-Verfahrens gelost werden. Die
Lésung y(z) wird dabei durch N globale Basisfunktionen ¢; approximiert:

N
y(z) 5 yp = Z Vi ().
i=1

)«*ﬁ" (3 Punkte) Leiten Sie zunichst allgemein die schwache Formulierung nach Galerkin
der obigen Gleichung her. Setzen Sie dabei den Ansatz fiir die Losung y; ein.

(3 Punkte) Das so gewonnene Gleichungssystem soll nun in die Matrix-Vektor-

Schreibweise
Sy, + My, =f

tberfiihrt werden. Dabei ist § die Steifigkeitsmatrix, M die Massematrix, f der
Lastvektor und y, = [#, ..., yn]" der Vektor der unbekannten Freiheitsgrade. Ge-
ben Sie fiir den Fall N = 3 an, wie die einzelnen Eintrige in S, M und f lauten (fiir
die spezifische Gleichung, aber fiir noch allgemeine Basisfunktionen). Verwenden
Sie dabei die Schreibweise < f, g >= [? f(z) - g(z)dx.

(4 8, B3eale)] [a¢e! ¢,
2= 11300, ¢ F1( g s 3<a ¢,

Iy gy 3¢y S 130 02 )

Kb )] [ D] KB, 97 )]
ﬁ: '(Q‘h.;%)" {(¢1!¢’1>| IQ'L:¢?>I

Kes 60 K3, 0 [P+ _8,)]

L= lor, g3
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(4 Punkte) Es werden nun als Basisfunktionen drei trigonometrische Funktionen
auf dem Intervall [0,2n] gewihlt: ¢ = sin(z), ¢ = sin(2z) und ¢3 = sin(3x).
Berechnen Sie die Diagonaleintrige der Massematrix sowie den ersten Eintrag des
Lastvektors. Hinweis: Es gilt sin(r) * sin(s) = 3(cos(r — 5) — cos(r + 8)).

My, =
My=[7€ ]
Mss =

fi=fzore |

(1 Punkt) Aufgrund welcher Eigenschaft der Basisfunktionen lassen sich die Ne-
beneintrage der Massematrix schnell bestimmen? Wie lauten diese Eintrage?

}ﬂ’ (1 Punkt) Lassen sich mit der gewdhlten Ansatzfunktion auch noch inhomogene
Randwerte darstellen? Begriindung!



