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We1)
¢) ‘P(,a.—lﬂcr.f.xc,af-ko—-j pa %%IT}—
A -1 ﬂ =
X = 1A Zm.-cxﬁ X, '= Hesseerte |, ni= Amadl unqil-oﬂa:aq' h&ﬂ'ﬂav\
% | = 2 (e Xat.._+Xa) Xas Unabhdngige ol recA €ra (ictlte Len

Hrpesgeor-ebiscne Verteilung. H(N K, 0Yh)

Sticlprobe obne Turlialegu, ohne Reiln folge
GesqntydiRe N |, ke méglice Treller |, SHick .ob%gmgiﬁ

R s e P AT S IRE IR RE
Binomiskvotwag BR(n. ¢t)

n Expoimartt, Thedescohriaenbionlert € andet S0ua q.:‘u-.t, k Trefles

Pl = (:1) i L-'r-{:)ﬂ“‘~ l1E& =0 P vEO = at(n-t)
Poissonvesteilvagy PLN)Lh)

(>r0fle N, Wit t

ol s i
PlLY = T(Al— € mt x=nt ;‘_ﬁ;)\_ I MrU (: )‘)
i Ande| je adch urspr.
Norruveteilvng Veytilong.
BN, t) ticd durcm N (A, 0Y) appro winiest M-t'- A =Nt uped O = ‘z/;}_tmcﬂ-t)‘
Feller der Anadhering |41 ¢ ‘T}"‘ﬁf & torozs
Plaexcs) & S €0 de mit a=F(a-Foa) ; B = 2 +l-)
n R «

X
J,w W dt = 1+ f. v ao J fu Uraet = fo ferdx - L ol
Urnea moded mit Redlslolge | obne Reihefolge

!

Olor, 2. ("Sm Lo- W)} (. )-hl(a )}

4 - " (ﬂ#‘s -
mie  ZueColepn N o

Q fz‘%+ Ergeinisse Sing Stoctastine cneblingig, €ls PLANG) = PLA)-PB),
0,22 [072qu P(ANC) = PLa)-P(S) ;P(RNC) =RPCRY. PC)

ouz brdoed P (4ndnL) = PLA) PR - PLC)
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Universitit Stuttgart Hohere Mathematik 3 (vertieft)

F. Witt / E. Chavli / A. Degeratu
1023 6

Bonusblatt: Probeklausur.

Abzugeben in den Gruppeniibungen oder in ILIAS bis 2. Februar um 10:00 Uhr.

Aufgabe 1. Dreidimensionale Integrale und Integralsitze (10 Punkte)
Der Korper K C R* und das Vektorfeld f:R? — R? seien gegeben durch

T 0<z<4 T 2e+y
= y| eR® | 22 +¢42< 2 und fly|l=|22+z2
z y >0 2 24+

1A. Skizzieren Sie I&; ’
2T

,__
~w

Parametrisieren Sie den Koérper K in Zylinderkoordinaten:

& i
& g pCos UERE A
y| =@ || =|psing mit 0<2<4
2 ‘ : 0<p<| ="

1B. Berechnen Sie mit dieser Parametrisierung das Volumen des Korpers K

T 4 72
S A A PR VLA

r
‘r
=1 = 6 o €
= T

https://ilias3.uni-stuttgart.de/goto_Uni_Stuttgart_crs_3429926.html
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F.Witt / E. Chavli / A. Degeratu Universitit Stuttgart Hohere Mathematik 3 (vertieft)

vols(K) = &7
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F.Witt / E. Chavli / A. Degeratu Universitit Stuttgart Héohere Mathematik 3 (vertieft)

1C. Die Randfliche 0K setzt sich aus drei Teilen zusammen und zwar dem Deckel D (mit
z = 4), der Paraboloidfliche P (mit z = z° + 3*?) und dem Schnitt T mit der xz-Ebene (mit

¥=0

Wir parametrisieren P und T durch

®p:[0,2] x [0,7] > R® und Br:{(z,2) eR*| -2<r<2 22 <2<4} 5> R® mit

<z
-2 cos R
COS ¢ 08 —psin
p _ [REEE 00 0vp [F) (TP N 2t st
Dp = | psine |, o R om—— =] gingp pcosp | =
go L4 9 ap a(’o F ¥
p 2p 0 V4
cosr< L pAS5ine
Sing pecore
' S ! d
%
O =1o]l, e L=1p 0l = T
g Ox 0z
z 0 1 o
13%5
0

1 - -y
Berechnen Sie den Fluss von F = rot(f) durch P und T nach aufien.

ot(H = 1-ﬂ)=(i)

< ¥

27 Core

/PF.dS=}Fc¢;r]f)).n (( ) (r.r‘-uf-r J(P-().

e
=L —-;Ccort“}‘nt MWedt =+ (1-'1) YUT 4 = ("’) + 0
+5/n  og

== ‘/"‘J—'ch-

./TF.dS=I( )( ) Adexn s // A dz g% f(_:_w){zdx

o ¢ &
=£L‘~w< L 37 ]_,, -—(-:;%)-ﬂs {}é‘) = ~76+f'5:
£

|

—
-

Sei I' = 9D orientiert gegen den Uhrzeigersinn. Berechnen Sie das Arbeitsintegral Jpf s AT

frf-dF=J(ul-JI ® Sﬂm vot Lex, M Vd k) =
= LF-dI + SO Fds = =t

e
- }ﬁ’/ “2l 5 -2 5T tpdprde | *;E’z(coxe.r.tmt)#-{ﬂ}cl"
[+]
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F.Witt / E.Chavli / A. Degeratu Universitdt Stuttgart Hohere Mathematik 3 (vertieft) |

Aufgabe 2. Fourier-Reihen (10 Punkte)

Es sei f:R — R die 27-periodische Funktion definiert durch f(z) = 1 fiir 0 < z < 7 und
— e i
flz) =0fiw 7 <z < 2. .

2A. Skizzieren Sie die Funktionen f(z) und g(z) = f(z)sin(z) auf dem Interval [—3m, 3x].

|| | | /@
b IEEENEREENN
N .__?— 4 i__ ]l i ,
T A I
--Zﬂ: - T [ | Z T
I IR _ Ll
| | |
EnEEEEEEERRrEEE R N
7 TN 1
\ |
27T ~JC ]
I
| 1 S S (5 S O S 1 |

2B. Bestimmen Sie den Grenzwert der Fourier-Reihe (f,),en von f im Punkt z = 0.

lim f£,(0) = -1'2.—

n—oo

https://ilias3.uni-stuttgart.de/goto_Uni_Stuttgart_crs_3429926.html Wintersemester 2023/24
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F.Witt / E. Chavli / A. Degeratu

Universitat Stuttgart

Héhere Mathematik 3 (vertieft)

2C. Berechnen Sie die Koeffizienten ¢, der komplexen Fourier-Reihe f(z) ~ 3", _, ¢ e

o=

o1

0
A

Tl

L/ opss...

fiir £ =0,

fiir k ungerade, *

fiir & # 0 gerade.

2D. Folgern Sie die Koeffizienten 7, der komplexen Fourier-Reihe g(z) ~ N spe iy B2,

Erinnerung: Dank der Euler-Formel e = cos(x) + isin(z) gilt

cos(x)

A

Tk

2

und

sin{z) =

—iz

=
2i

'
{2 —_—
(>
: . -1
— .."-— ! e
"-(’/z&vf ,‘f‘p.ﬁ) (K™=

https://ilias3.uni-stuttgart.de/goto_Uni_Stuttgart_crs_3429926.html
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fiir k& gerade,

fir £ # £1 ungerade.
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F.Witt / E.Chavli / A. Degeratu Universitiit Stuttgart Hohere Mathematik 3 (vertieft) ‘

Aufgabe 3. Lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten (10 Punkte)

3A. Betrachten Sie die folgende homogene lineare Differentialgleichung:
y () = y(t).

Bestimmen Sie das zugehorige charakteristische Polynom p und seine Faktorisierung iiber C:

pr)=| x% weq = (XTT) (¢ #7) = (N () (XD 4 |

3B. Folgern Sie die allgemeine komplexe Losung y:R — C der oben genannten Differential-
gleichung.

E - ¢ it -1k
y(t) =|C=€ ¢cr e ‘“Lge‘ +yCue

3C. Betrachten Sie nun die folgende lineare Differentialgleichung
y () — y(t) = 4e™.

Benutzen Sie den richtigen Ansatz, um eine partikulire Lésung zu finden

Ansatz: y(t) = Cr (:e‘t

Partikuldre Losung: y(t) = | — {-_c_‘_t

3D. Finden Sie eine Losung des folgenden Anfangswertproblems

y (@) —y(t) =4e™  mit y(0) = 1,5/(0) = 0,y"(0) = 3,"(0) = —2.

y(t) = -te_& et

Aufgabe 4. Charakteristikmethode (10 Punkte)

Gesucht werden Losungen u:R? — R der folgenden partiellen Differentialgleichung:

yoru(z,y) + zdyu(z,y) = 4axyu mit (0, y) = exp(y?).

4A. Stellen Sie das Differentialgleichungssystem fiir die charakteristischen Kurven auf.

.’I,"(t) = )’Ct) ) ,E(O) = 01
y(t)=|X(¢) , y(0) = o,
Z(t) = | 4 Xt e) RCE) . 20 =|exple)

https://ilias3.uni-stuttgart.de/goto_Uni_Stuttgart_crs_3429926.html Wintersemester 2023 /24
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F. Witt / E. Chavli / A. Degeratu Universitit Stuttgart Héhere Mathematik 3 (vertieft)

4B. Betrachten Sie erst mal x(t) und y(t). Sie haben ein homogenes lineares Differentialglei-

i T . :
chungssystem in der Form ( ’) =A ( ) mit A € C**? gefunden.
Y Y

o 7
Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A. A= 2 0 o )

G g ¢ e
Eigenwert A\, = | =7 mit Eigenvektor v = (_,‘ ’ (.—. -

(32)

\

-1
Eigenwert Ay = -1 mit Eigenvektor w = (

|

4C. Finden Sie eine Lésung des Anfangswertproblems (abhingig von y,) fiir das homogene
lineare Differentialgleichungssystem in (z(¢), y(t)), das Sie gefunden haben.

= A -t
)= ;0 € -3t = % sink(t)
-
y(t) = _‘{')’o e ?_,“/ = o corl(£) B
9

4D. Nach Einsetzen von z(t) und y(t) sieht die Differentialgleichung fiir 2(t) folgendermaﬁen

(a (?Cfﬂ @ &Yo C eit'}e-mtj

' e ?(t) -‘f -2
2(t) = yg(ezt =@ lt)z(t) l(fl dt = f e JC' () = e'zy'( =% )

aus:

Finden Sie eine Losung des Anfangswertproblems fiir z(t):

2(t) = exr(%fé e )

2

4E. Bestimmen Sie eine explizite Losung (nur von z und y abhéngig) der urspriinglichen par-
tiellen Differentialgleichung:

exp(Z e x»)v)
u(z,y) = Q.k!’(“r (»2 )(7_)(( St )"-k)) _

ex J1 T ep(xMY) | -
2
= _ X
] =t
£t -
s X ¢)x(€ te t}
g: ‘ﬂc c _e"- e -~
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Universitit Stuttgart

Hoéhere Mathematik 3 (vertieft)

Aufgabe 5. Wahrscheinlichkeitsteorie (10 Punkte)

2

=
/
=

2.5 3 3.5 4 4.5 5

5.9

6

0.1353

0.0821

0.0498 | 0.0302 | 0.0183 | 0.0111 | 0.0067

0.0041

0.0025

0.2707

0.2052

0.1494 | 0.1057 | 0.0733 | 0.0500 | 0.0337

0.0225

0.0149

0.2707

0.2565

0.2240 | 0.1850 | 0.1465 | 0.1125 | 0.0842

0.0618

0.0446

0.1804

0.2138

0.2240 | 0.2158 | 0.1954 | 0.1687 | 0.1404

0.1133

0.0892

0.0902

0.1336

0.1680 | 0.1888 | 0.1954 | 0.1898 | 0.1755

0.1558

0.1339

0.0361

0.0668

0.1008 | 0.1322 | 0.1563 | 0.1708 | 0.1755

0.1714

0.1606

0.0120

0.0278

0.0504 | 0.0771 | 0.1042 | 0.1281 | 0.1462

0.1571

0.1606

0.0034

0.0099

0.0216 | 0.0385 | 0.0595 | 0.0824 | 0.1044

0.1234

0.1377

0.0009

0.0031

0.0081 | 0.0169 | 0.0298 | 0.0463 | 0.0653

0.0849

0.1033

O ||| T =W~ O

0.0002

0.0009

0.0027 | 0.0066 | 0.0132 | 0.0232 | 0.0363

0.0519

0.0688

Tabelle 1: Werte der Poisson-Dichtefunktion p, (k) = ;;LT ek,

5A. Eine Wandervogelgattung iiberwintert in Agypten (25%), Algerien (35%), Athiopien (40%).

Im Sommer kommen die Vigel nach Europa.\9% der Vo s Agypten) \13% der Vi

Co

Algerienlun 8% der Viogel aus Athiopieﬂ verbringen den Sommer in Belgien.

Berechnen Sie den Prozentsatz der Vigel dieser Gattung, die in Belgien iibersommert.

PL3)

< 06,5

= 0 o02%

= O, 100 —>

0,09 L 0,36+ 0,737 + O«
+ 0O, Oqu ¢ QeI
70>

2 CJ,OP

= P o -P(R (=) +PlCr) PUZ/cs) +PCca)-P(BICS)

,022S

19 468
r

100

Ein Ornithologe forscht in Belgien. Er fingt einen Vogel dieser Gattung. Berechnen Sie die

Wahrscheinlichkeit, dass dieser Vogel nicht aus Agypten kommt.

PLc4IR) =

-
=3

PCRIC2) P(Cn)

T e
_7 L 010‘! '°l1;
~7 - Oy
e & W
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F. Witt / E.Chavli / A. Degeratu Universitit Stuttgart Héhere Mathematik 3 (vertieft)

5B. Auf der Welt gibt es geschatzt 10 Millionen Vogel dieser Gattung. Die meisten Vigel haben
einen schwarzen Schnabel, aber _9._%% davon haben einen gelben Schnabel-Ein Ornithologenteam
fangt nun zufillig 1500 Végel. S

“1¢ 172

Was ist die erwartete Anzahl gefangener Végel mit (chawarze@ Schnabel? g

Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Forscher genau zwei Végel mit gelbem Schnabel gefan-
gen haben? (Geben Sie nur die Formel fiir den exakten Wert an, ohne den Wert auszurechnen.)

N‘?{Qg?an@tt. Vesteilung hedr Tinte / ,L:
2

'Lo OOO ) (’m U19£00c0
T
(—-ro 00 00O

Pr)

Berechnen Sie explizit mithilfe der Tabelle 1 eine geschickte Approximation von dieser Wahr-
scheinlichkeit.

by
%ez AM2T . ke

01240

Toicren Vm&"bufz TR (L

W

il

:> .L?—f ('f;'o
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F.Witt / E. Chavli / A. Degeratu Universitat Stuttgart

Hohere Mathematik 3 (vertieft) -

Aufgabe 6. Integration (10 Punkte)

Betrachten Sie das folgende Integral:

m/4  pcos(z)
/ / rydydr.
QIH T

6A. Skizzieren Sie den Integrationsbereich in der xy-Ebene.

Ty

L%

NEIS

4

6B. Beschreiben Sie den Integrationsbereich als Normalbereich in y-Richtung:

> X —
S/t SFS| ity und o <g< =

6C. Bestimmen Sie das Integral.

-;'—- Ofy
l x> d¥ex

<\er

»uf’y iy
[4]

1]
o =

q‘t 4 Sy o s s "
:j ["')‘P}jrmg =.z/. X ES5iax o k) o x
i
'S

of

?L} x(" (—H-c.qrc'w))——-("‘l-go:c'z a)))dr
%
‘::_-J 7 \,( —-P‘-QO_N_'LY') -:,%_‘, j-?_*ch"b*))df

< j/ X @scrx)elx

al ~ Torgy -, ’%
W@WW =3 r,(‘z.xranaxucomm)J, )
et | =
RO Bt oL 1 2(2 (%))
,0@{!1\ = w—.———-—-—-z

76
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2 (T ke BN
Cu = 2 e -7 4t + e -0
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o — LT =1
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T —

= 'ch( o’?—-‘e
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e (1 ~ht e e oY
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0
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JC )

K/ e(7-4) ST Je(eT-l)

=t Cﬂ.ﬂ-— ( JQ ck = / e ( dt
= ik (k7) ¢ it (e #7)
el e /
W L SN T B B o ——
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W
-
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7
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2
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<

"
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G dcold 44

= ft
i

[~ &=

j=te
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: Tt -t ;
Ay =157 (et -e“) = ¥ Sinl,(2€)
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S -X T Yoe -5 -x =@ t(x+>)e ¢

o=@ (xr>)

=% :eﬂ-t-
X+
Lﬁ(icf-,\- = -2t
¢ =-Zln(5%)

T(a

15T (s

.
—7/,,“( (xe-)*

=/ )t>)
=

11



Prof.
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U. Semmelmann Hohere Mathematik 3 (vertieft)

Klausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Name: Matrikelnummer:

Vorname: : Studiengang:

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4, eigenhandgeschrieben.

Mobiltelefone und éhnliche Gerite miissen wihrend der gesamten Klausur komplett ausgeschal-
tet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.

Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zulissig.

Nutzen Sie die Késten fiir Thre Losungen. Sofern nicht anders angegeben, ist nur das Endergebnis
einzutragen. Andernfalls sind Ergebnis und Rechenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf
Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

Als Bonus ausgewiesene Aufgaben konnen bearbeitet werden, um Bonuspunkte zu sammeln.
Diese sind méglicherweise etwas kniffliger und zéhlen nicht zur Maximalpunktzahl.

Neben den Ergebnissen aus der Vorlesung und den Ubungen kénnen Sie folgende Ableitungen,
Stammfunktionen und Funktionswerte ohne Herleitung verwenden. Alle anderen Ableitungen und
Stammfunktionen miissen begriindet werden.

f(z) ‘ sin(z) cos(z) + z ’ z — sin(z) cos(r) l sin(x)? z|0 & Xz
F{x) ’ 2 cos(z)? ‘ 2sin(x)? ‘ 2sin(z) cos(z) cos(z) |1 ¥ % 0
sin(z) [0 3 - 1

VIEL ERFoOLG!
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Prof. U. Semmelmann

Héhere Mathematik 3 (vertieft)

01. Mérz 2023

Aufgabe 1 (Integrierender Faktor — 4 Punkte)
Gegeben sei die gewdhnliche Differentialgleichung f(x,y) + g(z,y)y’ = 0 mit f(x,y) = y* + ysinh(x)

und g(x,y) = xy.

1. Bestimmen Sie die Rotation rot(f, g).

rot(f,9) = |- ¥ Sinhcx)
= —/fg;‘ﬁ‘\m
2. Finden Sie einen integrierenden Faktor A fiir obige DGL.
hcf) ro&('.#va) ¥ = Siehon
7 R DA ESTalCe)

e {7y Nz, y) = 3@ - S
yew "°£C"3" 20 TS & ’
X ® T Fgt s

3. Geben Sie ein Potential <I) der Differentialgleichung an.
O(z,y) = | X7+ Cort(x) ¢¢
4. Geben Sie alle Losungen y : |0, 00[ — R der DGL an.
¢ ~corhx)
y(z) = T x : ceR

5. (Bonus, 1 Punkt) Geben Sie alle Lésungen y : R\{0} — R der DGL an.

-0
Cr Nsktw Goc x50
J 0 = Cr ~ Corl,ctd
s L x ¢co

Cr,CrelR
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Prof. U. Semmelmann Héhere Mathematik 3 (vertieft) T 01. Méarz 2023
Aufgabe 2 (Fourier- Transformation — 3 Punkte) -—_Jn" . ,D ot >
- -\v’— n
1. Berechnen Sie die Fourier-Transformierte der Funktion f: R — R mit f(z) = Y n 4)() sinfw).
) - - 3 éx Begriindete Antwort:
&) = 757 Jw foo < x
T
i I -a i€
: e S (intnd x
- -iC
- —_— - «
T A raa Ll I =
2} ( J":eix(-r-& )& J’E —ix(M+E)
F o e o x
2 e - 72
7__:. =7 ”((T"E) - xCTHEY o T,
5 ﬁ([f‘—;-:s ] Rrrrall- J )
It7-¢) ~it7+e) -k
:V_z ; ( : ( Gl SEeen -1 =B ) TR(THE)
T WaE Lieraly ¢ S € *r'c-nc)(e e
3 ( (eht . ice ] I'e
= —— I ST < )wE 'L
~ar - e b —— ’
‘ €1 '™ e -g,-y(ee o )
]
‘ . 2 - N \
S g & (-szc ¥ e'M) —— [ % ~'TE
T =wrE? LE-T Y i T ECe7 | € - e ))
‘. L\_T_‘“—_*—*\
| 3iaCL) fin~cxe,
N Sin(xEH C—dj - 8 - ler\(ﬂ.‘f €41 —(€-7)
o i var (ees -.T)
L Sty 2 _ RSA@RE)
Vare T \groq T VTR (€t)

2. (Bonus, 1 Punkt) Bestimmen Sie den Wert des folgenden Integrals:

SinQ( t)
FE-02 =

r

’t'l.

k|

2
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Aufgabe 3 (Integration im Raum — 12 Punkte)

Der Rotationskérper K sei definiert durch

2 . 2.¢atss™)

1
5(308 (%\/12+y2) <z<2~ 2x2—2y2}.

K= {(:r:,y,z) €R3

1. Skizzieren Sie den Schnitt von K mit der Ebene {(z,0,z) € R®|z,2 € R}

%
-1
-2
2. Parametrisieren Sie K durch Zylinderkoordinaten ® (%) = (;Z?:((g ):
¢ A
O < r < -7
K:<<I>($) @ € [0,2n], 5
: o QDrCE ;i) o2 re
T z S > S g-
\ 7
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3. Berechnen Sie das Volumen von A .

Hinweis: Es gilt fnﬂ/ e

ucos(u)du = § — 1.
1% 2ar? = [ M“%MM’W Begriindete Antwort:
volz(K) = j / r dEdtd e L—zrl'-ﬁ'
T w
T <
CIU( ") (:1(2 2._7.)1 ":('l' C.OJ(\-f‘))
%f/&' 7 B J it "”""')-v-(qm(i") )
o“ fs = Z-urtag,m _.'%coj(._r)
q
7 re - L=TE -71 - dr:na v
= s }' 2r-ae —-.‘,{:-'C'.tf.'.l‘(“z'_)t‘.k'-""/Q J‘%Cm("’)d‘u i l‘)\’: 2_
K A ‘rfi
= 1(.—'-"')
- 7 o =&
2 m e
_(':_' =7 e
AT *ﬂ:'l)
XL
= T -2 47%_—

4. Durch ¥(p,r) =

(rcosp, rsinp, 2—2r?) wird eine Teilfliche M des Randes von K parametrisiert

Berechnen Sie die Jacobi-Matrix ¥ und das Kreuzprodukt 0,0 x 9,¥.

lI’,((Pﬂ T) =

-

-rsint cCofre
I'CDSQ it

-..(t‘—

)
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5. Das Vektorfeld f: R* — R? sei gegeben durch f (:32) = (

durch M nach aufen.

2x+ty
—y—zx
242

). Berechnen Sie den Fluss von f

Ju F-4s =(.Cun -

A
o~ deLr)

Begriindete Antwort:

=

2 cof €Y triina

L

- tt?\'

cof %

- £

rfin® —repre /- (
rtglAae?

Gt PR

-r

R
)d(f,r)

(€xy

Preosp*oqr?

J Cer)

)
Y]
l

-

T

o

H

-

AR

7T +0

0=

A I

Y]

—2cos ¢ 4-— Sine d e

-7 & —co.rc—a.t)f G — 7, @Y

RPN Grisine s g

J #\' ( PQDS{ J-Cr.slnf_ ~-25mM¢ )d!‘ o €

4

1.4 d T

.,.. -2 co;(z_t)dt

2
S — 21T ain e de ¢, r)

6. (Bonus, 2 Punkte) Bezeichne N die restliche Randfliche von K. Berechnen Sie die Divergenz von

f und schlielen Sie auf den Wert des Flusses von f durch N nach auflen.

div(f) =|2~7+0:-7|

/;f-ds L{-ds -L._'

1]

Lod
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Aufgabe 4 (Fourier-Reihen — 11 Punkte)
Sei f: R — R die ungerade 27r-periodische Funktion mit f(z) =1 — 2z fir z € |0, 5[ und f(z) = —1

1. Was sind die Werte von f in 0, 7, —%?

fl=m) =] o0 | fO)=] o | fm)=| o

2. Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Intervall [—27, 27]. Kennzeichnen Sie dabei Unstetigkeits-
stellen. '
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3. Bezeichne Sy die Fourier—Reihe von f. Bestimmen Sie die reellen und komplexen Darstellungen
von Sy.

Hinweis: Es gilt fU”/Q zsin(tr) dr = 3 sin(5) — £ cos(Z).

I
O

=
Y

=

S¢(z) = % + Z ay cos(kx) + by sin(kx), mit  ay
k=1

,?Cﬂ'f)k‘“
Bggai = B(zat1)t (k>0), by = @&9 - F“’Z' (k> 0).

keZ
"I (_b-f) '\
Cok41 = Wi, 8 : Cok = =
TEC2h+t) rez.
0
4. (Bonus, 2 Punkte) Berechnen Sie S¢(%) und schlielen Sie auf den Wert der Reihe Z—Zo m
Pel| o , e ]
Sg(m/2) ; 2n+1)? e
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Aufgabe 5 (Lineare Differentialgleichungssysteme — 6 Punkte)

Zu 16sen ist das lineare, homogene Differentialgleichungssystem

yi — Yo - 33}3»

Yo = 3y + 2y — 6ys,

. _ 3 (H)
Y3 = 4+ i Y3,

Yi = n o+ ¥ — 3ys — .

1. Formulieren Sie (H) in der Gestalt y' = Ay fiir eine Matrix A:

o -+ =3 0\

2 2 -6 O
A= -1 <1 -7 0

1 <7 -3 -‘7}

2. Die Matrix A besitzt die Jordan—Normalform

d o
0 ©
0
0

g
A Nfaz= (5) ;Abﬁ_:é Vq

c o olo

,_s
h'_@o =

0 A

Geben Sie eine Basis B = (v;, s, v3,v4) des C* an, die obige Jordan-Normalform realisiert.

- -1

Vg = 2)7 U3 = é 5 =
“

0

3. Bestimmen Sie eine reelle Fundamentalmatrix Y fiir (H):

v =

o dwe
[t e o B

i | -

0 e
7 e
7 ¢ (v} 0
0O « 0
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4. Losen Sie (H) zu den Anfangsbedingungen y;(0) = 2, y5(0) = 0, y3(0) = 2 und y4(0) = 3:

0 -« +6et o

1€ .12t g€t ¢+ o
6 -wt . o ¢ O

o -

0 -4 + 0 +37e

Wir betrachten nun das inhomogene Differentialgleichungssystem

Yy = yv2 — 3ys + 1,
Yo = 3y + 2y — 6y - 3z, (1)
Ys = 1+ Y2 — 3ys =
vi = n o+ oy — 3ys — wm + 2.

5. (Bonus, 2 Punkte) Nutzen Sie den Ansatz y(x) = Y (z) - ¢(x), um eine partikulire Losung y von
(I) mit Anfangswerten y;(0) = 1, y2(0) = 0, y3(0) = 0 und y4(0) = 0 zu bestimmen. Berechnen

Sie dazu zunéchst ¢(z).
- X
=
3 - "’E =
o y(z) L
s 42 -.29

Siex) = Y cexy Yo - Clc

>N =A 4 b

AXx) =Y CON+Y (x)-c'tx) Yo =4 Y
Lo A W) ch
Cwn=

/ /
= Yeanceom s Yo cty) = Asca) tbeo

AYx) -Cex ¢+ bew)
bea

1

Y cfeny =
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Aufgabe 6 (Partielle Differentialgleichungen — 8 Punkte)
Wir untersuchen die fiir u : R? — R definierte partielle Differentialgleichung

du du 1
3 Ay “ u(0.y) y? 41

(P)

Sei yo € R fest und (X(t),Y(t)) die Charakteristik der Differentialgleichung (P) mit Anfangswert
(X(0),Y(0)) = (0,y0)- Sei weiter U(t) = u(X(t),Y(t)).

1. Formulieren Sie die charakteristischen Gleichungen zu (P).

Xt = = , X(0)=0,
Yit)=| 2 . Y(0) = yo,
iy =| o 1
Ult)=| —ul(t) , U(O%ngrl
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2. Losen Sie die charakteristischen Gleichungen.

X(t) = teCa > t ;

Y(t)=|  2£«Cro 2%

-t -t
v =] € G Pl

3. Es sei (z,y) € R*. Wie sind ¢ und yo zu wihlen, sodass (z,4) = (X (¢),Y (t)) gilt?

7=2x 4>
t = X : Yo=| =T X . PR,

4. Schlieflen Sie auf die Losung von (P):

- X

e
(>=23%) 47

u(z,y) =

12 von 16
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5. (Bonus, 2 Punkte) Wir betrachten dieselbe Differentialgleichung mit anderen Anfangsbedingun-

gen:
1

ou du
2ot = . _ _ '
Oz * dy . %, O] 2 +1 (P)

Besitzt diese eine eindeutige Losung? Bestimmen Sie diese, falls ja, und begriinden Sie, falls nein

> Begriindete Antwort:

>
X(t)=t+ X, X = 3 tx, -> %o = X-%
Y(¢) =2t ¢t =
e_t" T
U =
ol X +-7
>
e
R J(x>) =
Ck-_%')z-lv'l

Chorahlenstisae [ fleibs, gleic
-3 Ei‘f\d‘-ﬁ"{“"ﬁv 63‘12 Q-lr!.‘!"‘r‘EJ'E (N By - 2
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Aufgabe 7 (Wahrscheinlichkeitsrechnung —— 7 Punkte)

Wir betrachten drei gezinkte Miinzen A, B und C, die jeweils zwei Seiten haben: Kopf oder Zahl. Die
5 f . S——— T . T
Wahrscheinlichkeit, bei einem Miinzwurf Kopf zu erhalten, beftagt jeweils 0.3, 0.6 und 0.75.

1. Wir wihlen zufillig gleichverteilt eine der drei Miinzen und werfen sie. Wie hoch ist die Wah-
scheinlichkeit, Zahl zu erhalten?

P(Zahl) = W %5

2. Wir wihlen zufillig gleichverteilt eine Miinze aus und werfen sie. Das Ergebnis des Wurfs ist Kopf.
Was ist die Wahrscheinlichkeit, die Miinze A bzw. die Miinze B gewéhlt zu haben?

P(A|Kopf) = ;"'—: , P(B|Kopf) =| %

Fiir eine gezinkte Miinze mochten wir die Wahrscheinlichkeit p schiitzen, dass die Miinze nach ei-
nem Wurf Kopf zeigt. Dazu werfen wir die Miinze @_gal Es bezeichne X, die Anzahl der erhaltenen
Kopfe. Gesucht ist nun die Mindestzahl an Wiirfen, damit sich die Zahl m n mit 80% Wahrscheinlich-
Kettp auf 0.01 anndhert. Wir bemnu azu den zentralen Grenzwertsatz ohne Beriicksichtigung des

Naherungsfehlers, sodass
P& 01 e,
— —pl<0. R / :
(l n p1 - ) o V2T :

3. Berechnen Sie a und b als Funktionen von n und p.

Sgral. | 9

a= —b, T e
</ C1=-P)

.\

t o—£2/2

4. Bestimmen Sie ndherungsweise { > (), sodass f_ Y dé = 0.8 ist.
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5. (Bonus, 2 Punkte) Benutzen Sie die Ungleichung z(1 — z) < 1 fiir € [0,1], um eine Schranke

fiir b zu finden, die nur noch von n abhiingt. Leiten Sie daraus einen moglichst kleinen Wert fiir
b e—£2/2
n ab, fiir den [ s d > 0.8.

bl mosesdd |, T n>| 666

(Hierbei muss n nicht in vollstindig vereinfachter Form angegeben werden.)
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Tabelle fiir das Integral [ ¢(t) dt iiber die Normalverteilung ¢(t) = —\/}‘)—_T;e*"z/ %

z+0.00 z+0.01 2+0.02 x+40.03 z+0.04 240.05 z+0.06 x+0.07 z+0.08 2+0.09
= 0.0 [ 0.00000 0.00399 0.00798 0.01197 0.01595 0.01994 0.02392 0.02790 0.03188 0.03586
0.1]0.03983 0.04380 0.04776 0.05172 0.05567 0.05962 0.06356 0.06749 0.07142 0.07535
0.210.07926 0.08317 0.08706 0.09095 0.09483 0.09871 0.10257 0.10642 0.11026 0.11409
0.310.11791 0.12172 0.12552 0.12930 0.13307 0.13683 0.14058 0.14431 0.14803 0.15173
0.4 0.15542 0.15910 0.16276 0.16640 0.17003 0.17364 0.17724 0.18082 0.18439 0.18793
0.5[0.19146 0.19497 0.19847 0.20194 0.20540 0.20884 0.21226 0.21566 0.21904 0.22240
0.60.22575 0.22907 0.23237 0.23565 0.23891 0.24215 0.24537 0.24857 0.25175 0.25490
0.7]10.25804 0.26115 0.26424 0.26730 0.27035 0.27337 0.27637 0.27935 0.28230 0.28524
0.810.28814 0.29103 0.29389 0.29673 0.29955 0.30234 0.30511 0.30785 0.31057 0.31327
0.910.31594 0.31859 0.32121 0.32381 0.32639 0.32894 0.33147 0.33398 0.33646 0.33891
1.0 1 0.34134 0.34375 0.34614 0.34849 0.35083 0.35314 0.35543 0.35769 0.35993 0.36214
1.110.36433 0.36650 0.36864 0.37076 0.37286 0.37493 0.37698 0.37900 0.38100 0.38298
1.210.38493 0.38686 0.38877 0.39065 0.39251 0.39435 0.39617 0.39796 0.39973
1.3]0.40320 0.40490 0.40658 0.40824 0.40988 0.41149 0.41309 0.41466 0.41621 0.41774
1.40.41924 0.42073 0.42220 0.42364 0.42507 0.42647 0.42785 0.42922 0.43056 0.43189
1.5]0.43319 0.43448 0.43574 0.43699 0.43822 0.43943 0.44062 0.44179 0.44295 0.44408
1.6 | 0.44520 0.44630 0.44738 0.44845 0.44950 0.45053 0.45154 0.45254 0.45352 0.45449
1.7]0.45543 0.45637 0.45728 0.45818 0.45907 0.45994 0.46080 0.46164 0.46246 0.46327
1.8 0.46407 0.46485 0.46562 0.46638 0.46712 0.46784 0.46856 0.46926 0.46995 0.47062
1.90.47128 0.47193 0.47257 0.47320 0.47381 0.47441 0.47500 0.47558 0.47615 0.47670
2.010.47725 0.47778 0.47831 0.47882 0.47932 0.47982 0.48030 0.48077 0.48124 0.48169
2.110.48214 0.48257 0.48300 0.48341 0.48382 0.48422 0.48461 0.48500 0.48537 0.48574
2.210.48610 0.48645 0.48679 0.48713 0.48745 0.48778 0.48809 0.48840 0.48870 0.48899
2.310.48928 0.48956 0.48983 0.49010 0.49036 0.49061 0.49086 0.49111 0.49134 0.49158
2.410.49180 0.49202 0.49224 0.49245 0.49266 0.49286 0.49305 0.49324 0.49343 0.49361
2.5(0.49379 0.49396 0.49413 0.49430 0.49446 0.49461 0.49477 0.49492 0.49506 0.49520
2.6 10.49534 0.49547 0.49560 0.49573 0.49585 0.49598 0.49609 0.49621 0.49632 0.49643
2.710.49653 0.49664 0.49674 0.49683 0.49693 0.49702 0.49711 0.49720 0.49728 0.49736
2.810.49744 0.49752 0.49760 0.49767 0.49774 0.49781 0.49788 0.49795 0.49801 0.49807
2.910.49813 0.49819 0.49825 0.49831 0.49836 0.49841 0.49846 0.49851 0.49856 0.49861
3.0 0.49865 0.49869 0.49874 0.49878 0.49882 0.49886 0.49889 0.49893 0.49896 0.49900

Ablesebeispiele: Fiir z = 1.23 gilt [ ¢(t) dt ~ 0.39065. Fiir z = 2.58 gilt [, ¢(t) dt ~ 0.49506.
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Klausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Aufgabe 1. Bitte fillen Sie folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Matrikelnummer:

Vorname: Studiengang:

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4 eigenhandgeschriebene Notizen

Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zulissig.

e Nutzen Sie die Késten fiir Thre Losungen. Bei karierten Kisten sind Ergebnis und Re-
chenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

Die Klausur enthélt zu viele Punkte fiir 120 Minuten. Die Notenskala beriicksichtigt dies.

Ihr Vorteil: Sammeln Sie Punkte; wihlen Sie zunichst Fragen, die Ihnen leicht fallen.

ViEL ERFOLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 i 8 Gesamt

Punkte | /1| 0 /12| 1 /12|38 8| G /8o /126G 0 /10|35 /14

L> 6 «7
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Niitzliche Werte

Tabelle der Exponentialfunktion e* = exp(z) = 37 #*/k! fiir ausgewihlte Werte von z:

z (0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0 1.1 1.2 1.3 14 15 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0
e’ |1.11 1.22 1.35 1.49 1.65 1.82 2.01 2.23 2.46 2.72 3.00 3.32 3.67 4.06 4.48 4.95 5.47 6.05 6.69 7.39
e 1.905 .819 .741 .670 .607 .549 .497 .449 .407 .368 .333 .301 .273 .247 .223 .202 .183 .165 .150 .135

Tabelle fiir das Integral [; ¢(t)dt iiber die Normalverteilung ¢(t) = Nor: e~t/2;

z+0.00 z+0.01 =2z+40.02 z+0.03 z+0.04 z4+0.05 2+0.06 z+0.07 z+0.08 z+0.09
x =10.0]0.00000 0.00399 0.00798 0.01197 0.01595 0.01994 0.02392 0.02790 0.03188 0.03586
0.1]0.03983 0.04380 0.04776 0.05172 0.05567 0.05962 0.06356 0.06749 0.07142 0.07535
0.2]0.07926 0.08317 0.08706 0.09095 0.09483 0.09871 0.10257 0.10642 0.11026 0.11409
0.3]0.11791 0.12172 0.12552 0.12930 0.13307 0.13683 0.14058 0.14431 0.14803 0.15173
0.4]0.15542 0.15910 0.16276 0.16640 0.17003 0.17364 0.17724 0.18082 0.18439 0.18793
0.5]0.19146 0.19497 0.19847 0.20194 0.20540 0.20884 0.21226 0.21566 0.21904 0.22240
0.6 [ 0.22575 0.22907 0.23237 0.23565 0.23891 0.24215 0.24537 0.24857 0.25175 0.25490
0.710.25804 0.26115 0.26424 0.26730 0.27035 0.27337 0.27637 0.27935 0.28230 0.28524
0.810.28814 0.29103 0.29389 0.29673 0.29955 0.30234 0.30511 0.30785 0.31057 0.31327
0.9]0.31594 0.31859 0.32121 0.32381 0.32639 0.32894 0.33147 0.33398 0.33646 0.33891
1.0 0.34134 0.34375 0.34614 0.34849 0.35083 0.35314 0.35543 0.35769 0.35993 0.36214
1.110.36433 0.36650 0.36864 0.37076 0.37286 0.37493 0.37698 0.37900 0.38100 0.38298
1.210.38493 0.38686 0.38877 0.39065 0.39251 0.39435 0.39617 0.39796 0.39973 0.40147
1.310.40320 0.40490 0.40658 0.40824 0.40988 0.41149 0.41309 0.41466 0.41621 0.41774
1.410.41924 0.42073 0.42220 0.42364 0.42507 0.42647 0.42785 0.42922 0.43056 0.43189
1.510.43319 0.43448 0.43574 0.43699 0.43822 0.43943 0.44062 0.44179 0.44295 0.44408
1.6 1 0.44520 0.44630 0.44738 0.44845 0.44950 0.45053 0.45154 0.45254 0.45352 0.45449
1.710.45543 0.45637 0.45728 0.45818 0.45907 0.45994 0.46080 0.46164 0.46246 0.46327
1.810.46407 0.46485 0.46562 0.46638 0.46712 0.46784 0.46856 0.46926 0.46995 0.47062
1.910.47128 0.47193 0.47257 0.47320 0.47381 0.47441 0.47500 0.47558 0.47615 0.47670
201047725 0.47778 0.47831 0.47882 0.47932 0.47982 0.48030 0.48077 0.48124 0.48169
2,110.48214 0.48257 0.48300 0.48341 0.48382 0.48422 0.48461 0.48500 0.48537 0.48574
221048610 0.48645 0.48679 0.48713 0.48745 0.48778 0.48809 0.48840 0.48870 0.48899
2.310.48928 0.48956 (.48983 0.49010 0.49036 0.49061 0.49086 0.49111 0.49134 0.49158
2.4 049180 0.49202 0.49224 0.49245 0.49266 0.49286 0.49305 0.49324 0.49343 (.49361
2.510.49379 0.49396 0.49413 0.49430 0.49446 0.49461 0.49477 0.49492 0.49506 0.49520
2.6 10.49534 0.49547 0.49560 0.49573 0.49585 0.49598 0.49609 0.49621 0.49632 0.49643
2.710.49653 0.49664 0.49674 0.49683 0.49693 0.49702 0.49711 0.49720 0.49728 0.49736
2.810.49744 0.49752 0.49760 0.49767 0.49774 0.49781 0.49788 0.49795 0.49801 0.49807
2.910.49813 0.49819 0.49825 0.49831 0.49836 0.49841 0.49846 0.49851 0.49856 0.49861
3.0 [0.49865 0.49869 0.49874 0.49878 0.49882 0.49886G 0.49889 0.49893 0.49896 0.49900

Ablesebeispiele: Fiir = 1.23 gilt [ ¢(t) dt &~ 0.39065. Fiir = 2.58 gilt [ ¢(t) dt ~ 0.49506.

[N}
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Diese Seite ist absichtlich leer und darf es auch bleiben.
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Aufgabe 2. Verstandnisfragen (12 Punkte)

Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie eine kurze aber iiberzeugende Begriindung

(durch Nennung eines Ergebnisses der Vorlesung oder eines geeigneten Gegen/Beispiels).

2A. Seien (fy:[0,5] = [—999,999])ren stetige Funktionen mit punktweiser Grenzfunktion f,
also limy_,o fr(z) = f(2) fiir jedes x € [0, 5]. Gilt dann limy._, fDS flz)yds = fos f(z)d=x?

[]Ja [] Nein. Begriindung:

2B. Gibt es eine stetige und 27—periodische Funktion f:R — C, deren Fourier-Koeffizienten
die Ungleichung |cx| > 1/k? fiir alle k = 1,2, 3, ... erfiillen?

[1Ja []Nein. Begriindung:

2C. Die Matrix A € C°*° besitze eine Basis aus Hauptvektorketten der Linge 2 und 3 zum
Eigenwert A = 0. Welche Dimension hat demnach der Kern von A?

Begriindete Antwort:

l\'/|

l\Jl

1|
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2D. Wir suchen die Losungen (u,v):R — R? des Differentialgleichungssystems u” = o’ + 3v

und v” = 2v" — w. Finden sich darunter sechs linear unabhiingige Lésungen?

[1Ja[]Nein. Begriindung:

2E. Sie werfen unabhéngig zwei faire Wiirfel. Sei A das Ereignis ,Der erste Wiirfel zeigt Au-
genzahl 1“ und B das Ereignis , Der zweite Wiirfel zeigt Augenzahl 2“ sowie C' das Ereignis
»Beide Wiirfel zeigen dieselbe Augenzahl“. Ist die Familie (A, B, C') stochastisch unabhingig?

[1Ja [] Nein. Begriindung;

2F. Sie suchen u:R* = R mit y ,u(z,y) — 2 dyu(r,y) = 0 und u(z,0) = cos(z). Aus X' =Y,
Y’ = —X erhalten Sie Kreise um (0, 0) als Charakteristiken. Existiert demnach eine Losung u?

[1Ja [] Nein. Begriindung:

1\.';‘

o |

TQ‘



Prof. M. Eisermann Héhere Mathematik 3 (vertieft)

\25. August 2022

o

01%  2.1%.f 36N 21%  0.1%

Aufgabe 3. Wahrscheinlichkeit (12 Punkte)

AU
pto 420 p+30

W37 -
3A. Sie wiederholen 60 000 mal unabhiingig ein Experiment mit Trefferwahrscheinlichkeit 60%.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit p erhalten Sie héchstens 36 180 Treffer? (Ergebnis in Prozent,
gerundet auf den néchsten Prozentpunkt.)

ni=60000 t=0.%
Moty

Plxt 2O = J_.Z; L 4t A= 7 (et T- )

b = 26120 «:_mmof A=j1¢mo |

B= K2 B o 1+ b T A%
Si L) dt = 3 +0.9782n | |

1= 0A1822

Binoriavertsd bng — Aqn&(ﬂéu&a

3 L
b =

ELe X

@dlapr [T T T T

3B. Ein Satellit hat 2 Gigabit Arbeitsspeicher. Wihrend eines Betriebsintervalls betrigt die
Fehlerwkt 107% pro Bit, unabhiingig voneinander. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ¢ erhalten

Sie hochstens 2 Bitfehler? (Ergebnis in Prozent, gerundet auf den néichsten Prozentpunkt.)

PUXEL) = P0) +PC) +P2) | | ¢ Liten X [oitaron,

o g™ | a .= |

— =12 LT i R R

"—,“é'_;".& _*_;T_e.'lr.q,f,&

e (a7t l) L

= ‘_;-O,"“ig ’79'
c

= o,gﬂ-g

= 0757

= 6£ 7

co| M

w|lﬂ
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3C. Beim weltgrofiten Skatturnier in Berlin nehmen 4% Profis und 96% Amateure teil. Die
: :

Wahrscheinlichkeit in die Finalrunde einzuziehen, ist fiir Profis 96%, fiir Amateure nur 16%._

Mit welcher Wahrscheinlichkeit r ist ein zufillig ausgewiihlter Finalist ein Profi?

P(_P) =0, 04 P(/") ‘.:‘O"?_‘
PLFIrR) =096 P(FIA) =0,7¢

PFIPIT(P/ 16 - 0,0
P(RIF) = "‘FE,‘:T“‘ = %&-ofa— = 20

pe— ‘Lc’
PCLF) PCP)- PCRIPY v PCR) -O(FIA) =

\

1

0,0¢-0,%§ t 0,9 -0,776

of ?6 2 0,2

N
3D. Eine Datenbank hat 2 000 Datensétze. Parallele Prozesse schreiben gleichzeitig in 1 100
dieser Datensiitze (gleichverteilt, unabhingig). Mit welcher Wkt s kommt es zu keiner Kollision?

sle| (- s55aes ) (|7~ mede ) (-] (7 - o2

ro o

= 7{““('7-— L )

edp. Reste ...

;;|,__\

-
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Aufgabe 4. Lineare Differentialgleichungen (8 Punkte)

Zu losen ist die homogene, lineare Differentialgleichung

y () — 4y (1) + 5" (t) — 4/ (1) + 4y(t) = 0. &

4A. Geben Sie das charakteristische Polynom p der Gleichung (L) an.

=74 cq;—-?-. o ¥4
(% -x-2x+2)

LY %
PO =X"—¢x 46 x -ax ta XY T g

TR gyi-5¢a/+y
gy -rx" #10x - =0

4B. Es gilt p(2) = 0. Zerlegen Sie das Polynom p in Linearfaktoren:

Pi) = (x-2) (X=")(x-3)(x +7)

4C. Nennen Sie eine Basis des Raumes aller reellen Losungen y: R — R:# = y(t) von (L).

1t Tt
Basis: @ et, e't e o

! ]

4D. Bestimmen Sie eine partikuldre Losung u(t) der inhomogenen Differentialgleichung
y () — 4y"(t) + 5y" (1) — dy'(¢) + dy(t) = €',

t
e x xCi t
W) = s =- e
T+ T0-G 2

4E. Bestimmen Sie eine partikuldre Losung v(t) der inhomogenen Differentialgleichung
y O (t) = 4y (1) + 5y (1) — 4y'(¢) + dy(t) = e,

g%
)= S g gt
T+a4G444e &

4F. Schlieflen Sie auf eine partikulire Losung w(t) der inhomogenen Differentialgleichung
Y (1) — 4y" () + 5" (1) — 4y/(t) + 4y(t) = cosh().

w(t) = REXVGAP T 80 7 (Ut Ven)s o e STER A

Y

_‘_\

o
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Aufgabe 5. Partielle Differentialgleichungen (8 Punkte)

Zu l6sen ist fiir u:R>; x Rsg — Ryp die partielle Differentialgleichung

z Opu(z,y) + yOyu(z,y) = 2 L Vu  fiirallez > 1 und y >0,
x

(P)

u(l,y) = y? fir x = 1 und alle y > 0.

Hierzu sei y(s) = (X(s),Y(s)) die Charakteristik mit v(0) = (1,yo) und U(s) = u(X(s), Y(s)).

5A. Stellen Sie das charakteristische Differentialgleichungssystem zu (P) auf:

X'(s)= X(s), X(0) =1,
Yis)= | ) » Y(0) =w,
>cs) —
5B. Losen Sie das charakteristische Differentialgleichungssystem: —
1
X(s)= e, VI T 2% ;irtn
V(s = %XS *

i [y

Y6)= | e"Co —> 5 e )

X oy U~ P
U(s) = =2 368+

5C. Bestimmen Sie zu (7,y) € R x Ry die Werte s und y, so, dass v(s) = (x, y) gilt:

XX

§= ‘ﬂ(”) v Yo = >Z-(

5D. Geben Sie die Losung u von (P) an. Tipp zur Probe: Im Punkt (e, 3) gilt u(e,3) = 36/e2.

o [N

o] 4

v |

-]
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Aufgabe 6. Lineare Differentialgleichungssysteme (12 Punkte)

Zu losen ist das homogene, lineare Differentialgleichungssystem

(H)

£
Y

Yo =

Y3 =

Yy =

1+ 4ys + 2y3 — Ty,
—y1 + 5y2 + 3ys — Syy

= 7y3 + 1Oy4
— dys + 8y

6A. Bestimmen Sie die Matrix A, die das obige System in der Form ' = Ay darstellt.

00115

© o0 v ¢

2 -3
2 =i
-3 78

6B. Zur Matrix A und Eigenwert 3 ist

Folgern Sie zur Matrix A die beiden Eigenwerte A; und \s:

/\1 = 3 >0
und
Ay = -2 <0

— = N

mit algebraischer Vielfachheit

mit algebraischer Vielfachheit

Bestimmen Sie zu A eine Jordan-Basis vy, va, v3, v4:

" =

o O =N

Vg =

ein Hauptvektor der Stufe

I«

—1

Co44
4 4AQ 4

10

-

G F-FHET TN

Vg =
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6C. Bestimmen Sie zu (H) die zugehérige Fundamentalmatrix W:R — R ¢ — W (#).
Die kte Spalte ist die Losung wy : R — R*: £+ wy(t) von (H) mit Startvektor wy(0) = vy.

: ; | ~t
! gt i 16 1
2e* ((42e)€ (emer L)'t L e
E E 2 |
(e €t ek erdt)e 9
wi=| 5 s
| : 2t : -t
0 0 | “TE ;| TN
E 2t Y
0 0 ; 2 A -

6D. Wir wihlen den Startwert y(0) € R* zufillig, stetig verteilt um den Nullpunkt.
Wie verhilt sich typischerweise die Losung t — y(t) fiir t — oo?

[1]y(t)| konvergiert gegen 0 fiir t — oo.

[ 1|y(t)| konvergiert nicht, bleibt aber beschrinkt.
[xd |y(#)] ist unbeschrinkt und wéchst polynomiell.
[ 1|y(t)] ist unbeschriinkt und wiichst exponentiell.

Begriindung:

(,ajuﬂ& Ve (glt Lk, pitt WhE. voa =7 que 9L sl

11

w [y

.\;\6
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Aufgabe 7. Integration iber Korper und Flichen (11 Punkte)
Iin Raum R? betrachten wir den folgenden Kérper K und das Vektorfeld f:R? — R:

B z . 2<1 L T T

¥ = y| e : un yl=1vy
sin(72) < 2? + y? < 4sin®(n2)

z P 2 0

TA. Skizzieren Sie den Schnitt von K mit der z—z-Ebene E = { (z,4,2)T € R® | y =0 }:

5 —_—

SIolRT) € X Cqionety)

. r 7 cos(g)
7B. Parametrisieren Sie K durch Zylinderkoordinaten ®:D = K: | ¢ | +— | rsin(p)
z z
| —1<2<1, 0<p<or
und D = %)
P (SinCrz) <r< Wl S CTR)(

7C. Berechnen Sie das Volumen des Koérpers K

a7 r T sk A
(PR
vol(K)=J' / / pdrdrde = // L% i ]srnrcz d +x
° -=7 S;l"\m S/ -

T, =

L Y& g
[ Frae

v

lor*t

&, M
“A 2
= f J.- 8“““ CE"J":S-C""}/H)JEJ’C ':-'j; /‘ — i CE%)J?J'&
L] -

12

| B

(o715

w|$
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7D. Die Randfliche von K besteht aus der d&ueren Fliche M und der inneren Fliche N.
2sin(mz) cos(p)

Die duflere Flache M wird parameterisiert durch W ((’0) = | 2sin(7z)sin(p)

%

2

Berechnen Sie den Normalenvektor auf M (aus dem Kérper K heraus):

~VL3n(TR) WnCY) LT (te)oiCe)
ovr oV
— X —_ %
Op 0z TSinlITA)Cos(¢) 2T COSCITE) Sinc € )
0 )\ ! /
~LEFatlX) St ) LA ((XTP7eolic )
( 2 §in (R car Coe/ il o) 2 TCOIZR) Linle) \
2sin(mz) sin(yp)
\ ' —4qTC COS(RR)SIACRR) )

7TE. Bestimmen Sie das Flussintegral des Vektorfeldes f durch die #uere Fliche M aus dem
Korper K heraus:

oY oW
/Mf'dM=L" i”‘h) (59 X5z ) YL

W7 [ asincr) 050 agiamy)Cosce) \ D),
=j j LA (BY) Jince) | | [2c02a (TR)si~(¢ o de
it i . o ~Q T COs (TP (TR)
wtl 7
v (8 ;- 2
= J Gin (BR)OF (I @SR UTE) It () +0 d2d €
o 1,

L

el ! AL
:j J “Sir (T ) ded X

1)

&z

Tipp zur Probe: Es gilt [, f+dN = —2r und der GauBische Integralsatz.

13
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Aufgabe 8. Fourier Reihen (10 Punkte)

Sei f:R — R ungerade undﬁv%periodisch mit f(z) = cos(z) fir 0 < z < 7.
—_— -

8A. Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Intervall [—12,12]:

. B T T [ i I | N WFYAR I 1 ] |
i e e P Tl . i

) | . N - N - A -. Y [ —
- '\\___, X L S s
N1 | \\ ' 1 \ N S ‘\\ '
X T TN\ N\
\ ~ \

3
™

1 , 41 +1 ‘ Ijl"l

8B. Bestimmen Sie zur Fourier-Reihe f(z) ~ Y77 _ ¢ ¢*® den Wert der Reihe

oo

D leuf® =

k=—o00

8C. Skizzieren Sie ebenso die Integralfunktion Fi(z) = [, f(t)dt.
i

| | F(z) I
| ‘ “+1 : i
- ===
| 1 !
| A o
: I I = 1 i T _ = - 1
I L N R . s e
I \ 1 1IN
71\ oo
I VT T \\ ,_( 1 \ 7] . "
—N / T NG
N 7:/ - e

= @

14
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Hinweis: Fiir alle a, 8 € R gilt 2sin(a) cos(8) = sin(a — ) + sin(a + ).
8D. Berechnen Sie die Koeffizienten b der Fourier-Sinus-Reihe f(x)

Reihe f(z) ~ 525, by sin(kz):
T
b = :,_-7,-;— Lmtaucmmdﬁ
= Jm Sin (it -t )+ $n (ht+t) ot
- % (G i i ING)
'2—_}(@3?" it = .7*6:}">
2= (o)
= O

A;[O

2
8E. Bestimmen Sie den exakten Wert der Summe S = Z( 1) € [9.8,9.9]:

(<]

15
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Diese Seite ist absichtlich leer und darf es auch bleiben.
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Klausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Aufgabe 1. Bitte fillen Sie folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Matrikelnummer:

Vorname: Studiengang:

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4 eigenhandgeschrieben

Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zulissig.

Nutzen Sie die Kasten fiir Ihre Losungen. Bei karierten Késten sind Ergebnis und Re-

chenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

Die Klausur enthélt zu viele Punkte fiir 120 Minuten. Die Notenskala beriicksichtigt dies.

Ihr Vorteil: Sammeln Sie Punkte; bearbeiten Sie zunéchst Fragen, die Ihnen leicht fallen.

VIEL ERFOLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 7 8 Gesamt

Punkte /1 /12 J13 A1 /7 /9 /10 /12 /74
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Niitzliche Werte

Tabelle der Exponentialfunktion e = exp(z) = Y37 2*/k! fiir ausgewiihlte Werte von z:

r (01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 1.1 1.2 1.3 14 15 1.6 1.7 1.8 1.9 20
e’ |1.11 1.22 1.35 1.49 1.65 1.82 2.01 2.23 2.46 2.72 3.00 3.32 3.67 4.06 4.48 4.95 5.47 6.05 6.69 7.39
e”"1.905 .819 .741 .670 .607 .549 .497 .449 .407 .368 .333 .301 .273 .247 .223 .202 .183 .165 150 .135

Tabelle fiir das Integral [ ¢(t)dt iiber die Normalverteilung ¢(t) = \/% e t*/2,

z+0.00 2+0.01 z+0.02 240.03 2+0.04 24+0.05 24+0.06 z+0.07 z+0.08 z+0.09
r = 0.010.00000 0.00399 0.00798 0.01197 0.01595 0.01994 0.02392 0.02790 0.03188 0.03586
0.1]0.03983 0.04380 0.04776 0.05172 0.05567 0.05962 0.06356 0.06749 0.07142 0.07535
0.210.07926 0.08317 0.08706 0.09095 0.09483 0.09871 0.10257 0.10642 0.11026 0.11409
0.310.11791 0.12172 0.12552 0.12930 0.13307 0.13683 0.14058 0.14431 0.14803 0.15173
0.410.15542 0.15910 0.16276 0.16640 0.17003 0.17364 0.17724 0.18082 0.18439 0.18793
0.510.19146 0.19497 0.19847 0.20194 0.20540 0.20884 0.21226 0.21566 0.21904 0.22240
0.6 10.22575 0.22907 0.23237 0.23565 0.23891 0.24215 0.24537 0.24857 0.25175 0.25490
0.710.25804 0.26115 0.26424 0.26730 0.27035 0.27337 0.27637 0.27935 0.28230 0.28524
0.810.28814 0.29103 0.29389 0.29673 0.29955 0.30234 0.30511 0.30785 0.31057 0.31327
0.910.31594 0.31859 0.32121 0.32381 0.32639 0.32894 0.33147 0.33398 0.33646 0.33891
1.0]0.34134 0.34375 0.34614 0.34849 0.35083 0.35314 0.35543 0.35769 0.35993 0.36214
1.110.36433 0.36650 0.36864 0.37076 0.37286 0.37493 0.37698 0.37900 0.38100 0.38298
1.210.38493 0.38686 0.38877 0.39065 0.39251 0.39435 0.39617 0.39796 0.39973 0.40147
1.310.40320 0.40490 0.40658 0.40824 0.40988 0.41149 0.41309 0.41466 0.41621 0.41774
1.410.41924 0.42073 0.42220 0.42364 0.42507 0.42647 0.42785 0.42922 0.43056 0.43189
1.5]0.43319 0.43448 0.43574 0.43699 0.43822 0.43943 0.44062 0.44179 0.44295 0.44408
1.6 0.44520 0.44630 0.44738 0.44845 0.44950 0.45053 0.45154 0.45254 0.45352 0.45449
1.710.45543 0.45637 0.45728 0.45818 0.45907 0.45994 0.46080 0.46164 0.46246 0.46327
1.810.46407 0.46485 0.46562 0.46638 0.46712 0.46784 0.46856 0.46926 0.46995 0.47062
1.910.47128 0.47193 0.47257 0.47320 0.47381 0.47441 0.47500 0.47558 0.47615 0.47670
2.010.47725 0.47778 0.47831 0.47882 0.47932 0.47982 0.48030 0.48077 0.48124 0.48169
2.1]0.48214 0.48257 0.48300 0.48341 0.48382 0.48422 0.48461 0.48500 0.48537 (.48574
2.210.48610 0.48645 0.48679 0.48713 0.48745 (.48778 0.48809 0.48840 0.48870 0.48899
2.3]0.48928 0.48956 0.48983 0.49010 0.49036 0.49061 0.49086 0.49111 0.49134 0.49158
2.410.49180 0.49202 0.49224 0.49245 0.49266 0.49286 0.49305 0.49324 0.49343 0.49361
2.510.49379 0.49396 0.49413 0.49430 0.49446 0.49461 0.49477 0.49492 0.49506 0.49520
2.610.49534 0.49547 0.49560 0.49573 0.49585 0.49598 0.49609 0.49621 0.49632 0.49643
2.710.49653 0.49664 0.49674 0.49683 0.49693 0.49702 0.49711 0.49720 0.49728 0.49736
2.810.49744 0.49752 0.49760 0.49767 0.49774 0.49781 0.49788 0.49795 0.49801 0.49807
2.910.49813 0.49819 0.49825 0.49831 0.49836 0.49841 0.49846 0.49851 0.49856 0.49861
3.0 0.49865 0.49869 0.49874 0.49878 0.49882 0.49886 0.49889 0.49893 0.49896 0.49900

Ablesebeispiele: Fiir x = 1.23 gilt fOI p(t) dt =~ 0.39065. Fiir x = 2.58 gilt [ ¢(t) dt ~ 0.49506.
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Aufgabe 2. Verstindnisfragen (12 Punkte)

Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie eine kurze aber iiberzeugende Begriindung

(durch Nennung eines Ergebnisses der Vorlesung oder eines geeigneten Gegen/Beispiels).

2A. Seien (fy : [0,5] = R)en stetige Funktionen mit stetiger Grenzfunktion f : [0, o] — [—99,99],
also limy o fi(x) = f(x) fiir jedes z € [0, 5]. Gilt dann limy_, Jo filg)ds = jo z)dz?

[[]Ja Nein. Begriindung:

Cguikeispiet Dredechs fnfionn als offin ligare intopdotion i [o5]-R
wn 050 , =l , § o5t o oo 21

2B. Gibt es eine stetige und 27—periodische Funktion f:R — C, deren Fourier-Koeffizienten
die Ungleichung |cx| > 1/V/k fiir alle k = 1,2,3, ... erfiillen?

[]Ja [X] Nein. Begriindung:
Stety inplitibre quadsot integierter avk T und danl Energregten]
{ogt Somit thzla.!- 'zzzjfzz //(u/ AXC @ Daf 5t foer @l
vegen T yez lCalZ ZL::.-r =

2C. Die Matrix A € C°*% besitze Hauptvektorketten der Linge 2 zum Eigenwert' 1 und der
Lénge 3 zum Eigenwert 4. Wie lautet demnach das charakteristische Polynom von A?

Begriindete Antwort:
5 2
Pl = (X-1) (X re)
Tezoglic, des guanéc. Jodon-1aFis tard A dm'&uw of(

e ¢ cd )
e of o ¢
T L flew

e Cood
L A O O 9

o |

o

|
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2D. Fiir (u,v):R — R? lésen wir das Differentialgleichungssystem v/ = «' + v und v = o/ — u

und finden drei Losungen. Lésst sich daraus jede weitere Losung linear kombinieren?

[]Ja [x] Nein. Begriindung;

Die Lesungrnenge 5t e (Bjungrequm des Diwrrion u

J, o too
A=Ay ot > (\‘,’) vnd A = [0[1™
v O @ &
10 ©

2E. Sie werfen einen fairen Wiirfel mit den Augenzahlen 1,2, 3,4, 5,6. Sei A das Ereignis ,,Der
Wiirfel zeigt eine ungerade Augenzahl® und B das Ereignis ,,Der Wiirfel zeigt die Augenzahl
7 (kein Tippfehler). Ist das Paar (A, B) stochastisch unabhingig?

[X] Ja [] Nein. Begriindung:

PR) =0 > P(/"DB> = O = pAIrR) \/

2F. Sie suchen u:R? — R mit y d,u(z,y) — z yu(z,y) = 0 und u(z,0) = sin(z). Aus X' =Y,
Y’ = — X erhalten Sie Kreise um (0, 0) als Charakteristiken. Existiert demnach eine Losung u?

[]Ja [x] Nein. Begriindung:

Nein, av b Jeden [eceis vo Rodivs JOTE [ cerdg 2eves CreCerppcalscen

00|

b |

I\Ll
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Aufgabe 3. Wahrscheinlichkeit (12 Punkte)

-3 p-20 p—o pt+o p+20 p+3e

3A. In einer Population von 10 Millionen Fischen sind 60% Weibchen. Es werden zufillig 15 000
Fische gefangen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit p sind darunter héchstens 9070 Weibchen?
(Ergebnis wie iiblich in Prozent, gerundet auf den néchsten Prozentpunkt.)

oa= 6= =)

/'f/ Fer'ieoheé,r Verter (,uu. 2 - /fnnoﬁﬁ-dn& ;-n‘é Mn\ N mm{vvtﬁ Lon or

‘F(x’(-eo‘«'w) / *?Lt)af: f e dt ',_.'

f
n ’:(cr(b*:’“/")) ;%;{ i o = 1ooa(-z-ofc; = 2409
. - =

WWM
p(x £10%0) = / Cit)de = = +07%4 = 0,279
- 09 |

= {P>

02. Marz 2022

3B. Sie wiederholen 1000 mal ein Experiment mit Trefferquote 99.8% (zufillig, unabhingig).
Mit welcher Wahrscheinlichkeit g erhalten Sie mindestens 998 Treffer? (Ergebnis in Prozent,

gerundet auf den néchsten Prozentpunkt.)

Gegercaligo . ; hactstens -'i-%o/meée—:
P(x&2) = Po ¢Pey FPOAY | | | |
= (—rm)m( é 00?.. (_'r~o,cow.} [ad _ __-_‘ |

/fambuﬂg Ther Poitron [N = 2]

p(o) + Py trcy ' | c
[ - S ’L\ ki ‘ 215
:! e’ ;?'—l—*e + = el | - ns
' - | §7¢C

s e (-rte2t2) = Sem2s =0635 —2 45
P(x 29%¢)

c;[
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3C. Beim weltgroten Tischkickerturnier in Hamburg treten 2500 Spieler an, davon 2% Profis
und 98% Amateure. In die Endrunde gelangen Profis mit Wkt 98%, Amateure mit Wkt 6%.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit r ist ein zufillig ausgewiihlter Endrundenteilnehmer ein Profi?

P(P) =0,02 PAay =0,9p | —r¢
=2
P(EIP) =022 PEIA) =006
PCEIFP) P(P) 0,019¢ ooty - i
PLPIE) = "TFg) = Dordq Tomrgec = g e
| 524

P(E) = PIEIR) PP) + PEELTIPA = 0Q0116 + 00588 =08 ¢

2T

3D. Bei einem Massive Multiplayer Online Game (MMO) stehen 10° Charaktere zur Auswahl
(inklusive aller Varianten). Jeder der 1100 Spieler wiihlt einen Charakter (zufillig, unabhiingig).
Mit welcher Wahrscheinlichkeit s sind alle gewiihlten Charaktere verschieden?

—

5—(""'70‘ )("f‘“*-?o )(7“‘-70‘ ) .1%,?‘?_)
= Q=° (‘7-1“0) ~ 77:‘: Q«\'p (’-JL}
4’4’(’% eip(- T8 L) sep 52 )

0% ~ 0,546 =ICx

¢

[




Prof. M. Eisermann Hohere Mathematik 3 (vertieft) 02. Mérz 2022

Aufgabe 4. Gewdhnliche Differentialgleichungen (11 Punkte)

4A. Zu l16sen ist fiir t > 0 die Differentialgleichung — y"(t) — 3y"(¢t) — y/(¢) + 3y(t) = 0. (L)

Geben Sie das charakteristische Polynom p der Gleichung (L) an:

———

pa)= X-ax -X +T B

Wr)(x-3) KT-IxT-x2

Zerlegen Sie das Polynom p in Linearfaktoren:

pla) = (X=1) Cx #1)(X=2)

Nennen Sie eine Basis des Raumes aller reellen Losungen y: R — R+ y(t) von (L).

. ¢ -t +2¢
Basis: ¢ ,e , €

Bestimmen Sie die Losung u: R — R von (L) mit u(0) = «/(0) = 0 und «”(0) = 1.

¢ -t i Catlr4Cq T O
C2 €@ +t(Cq€ B o g stir 4Lq
= 9% S Fo WSS - -5 C”"g“?,c’f.?
u(t):-—;e -FJ,C &}(3 CarCa iy =
e s S 0
-] = ’3/0 -2+
I e
o = =t | D
o e e (@]
0 0 (g 7
£
C-n:‘%

|\;-’
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4B. Berechnen Sie den Gradienten der Funktion ® :R? — R: (%) v cos(z) — 2zy + y2.

- linCr-7 )
grad =
Y 22X + 2 >

Bestimmen Sie die Funktion y:R — R mit (2y — 2z)y’ = sin(x) 4+ 2y und »(0) = —1.

=2 -2x {GFH i oo

= <3int) -7 >
mt(‘ch)z-o = =2 +2 =0 \/ |

Pote tia *
-Sin ) ~ ?_7) _ [ [13)*
| - w I >

/-l‘r'nc.k)-’?rg’k?- G = RS- X + C(>)

et | t
L2 = MMM X+ ) = 2 >-Tx
cle) = 2>y,
e = MMM - C

( T
¢ 2% .‘:—-5(7, "—C,“T-(-tﬁf‘c&—l]
Z’!ﬁ_ o 1 i /’

Fu = 5% e X - Ccanix)

| R ) ] x E /R racerce]
W 77 ,ﬂ,ﬂ ] - L ;
oA > CEe] (x~7 -/t o)

LT LX) = X~ —[/\’E.l.co-wc)
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Aufgabe 5. Partielle Differentialgleichungen (7 Punkte)

Zu losen ist fiir u:R._; x R — R die partielle Differentialgleichung

(P) {

Hierzu sei v(s) = (X(s), Y (s)) die Charakteristik mit v(0) = (0, y) und U(s) = u(X(s), Y (s)).

L. Oyu(z,y) = —z u(z,y) fiir alle z > —1 und y € R,

8Iu($1y) - T foesp

u(0,y) =y fiir x = 0 und alle y € R.

5A. Stellen Sie das charakteristische Differentialgleichungssystem zu (P) auf:

X'(s)= 1, X(0) =0,
AS)

Y (3) = - **C}) ) Y(O) = Yo,

U'(s) = - x(ved) L U(0) = po.

5B. Losen Sie das charakteristische Differentialgleichungssystem:

XE= g
i B
Y(s) = A4 Iy :
P = &
- 7
-3¢ = i, > (= =4
U(S)= % e 2 Trr .( ),
-2 > = 2> (T+x)

5C. Bestimmen Sie zu (z,y) € R._; x R die Werte s und yg so, dass v(s) = (x,y) gilt:

&+ x)
o

-7 =

5D. Geben Sie die Losung u von (P) an. Tipp zur Probe: Im Punkt (1,2) gilt u(1,2) = 4/+/e.

Yo =

FC T k)

u(z,y) = /("H-ﬂ C—

YL

e1

v’

|

2

2|
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Aufgabe 6. Lineare Differentialgleichungssysteme (9 Punkte)

Zu losen ist fiir y: R — R* das homogene, lineare Differentialgleichungssystem

yi(t) = () — ys(t) — ya(t)
(H) ys(t) = ui(t) — 22(t) — wal(t) — ya(?)
y3(t) = yi(t) — yolt) — 2us(t) — w(t)
yi(t) = —y(t) + 2u(t) + 2u3(t) + valt)

6A. Bestimmen Sie die Matrix A, die das obige System in der Form 3’ = Ay darstellt.

4 B =4

-1 -1 -7 -1
A=

A B, =1

=y R Zz =

6B. Die Matrix A besitzt die Jordan-Normalform

100

A~T AT = 8 ?\(ng mit T = (v, v, v3,v4) € GLyR und X = ~7
00 0 A

1 . 2 o
0
™" = 0 Vg = -1 Vg = ] Vg = 0
1 2 3
1 [\ 0 R
™ \‘
- il Vaa - 2 O - -7
:’1 :‘:’l’ “1 - vaal s [© ‘v o = =T (@
= el Va_? o T oy et T vq pt 0
S M moe v\ o _ 4
X T g g 6

10

0o |
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6D. Bestimmen Sie zu (H) die zugehorige Fundamentalmatrix W:R — R*>4 1 — W (¢).
Die kte Spalte ist die Losung wy, : R — R*: ¢ — wy(t) von (H) mit Startvektor wi(0) = vy.

: : -7 S
( 1 e |k R J
0! -1 5 € | e
Wi(t) = E E i -t
0 ! o E 3 5 T
: l I -t
1 1 b = 1
1 4 : 1¢ . =TE

6E. Wir wihlen den Startwert y(0) € R* zufillig, stetig verteilt um den Nullpunkt.
Wie verhilt sich typischerweise die Losung ¢ +— y(t) fiir t — 0o?

[ y(t)| konvergiert gegen 0 fiir t — oo.

[ 1ly(t)| konvergiert nicht, bleibt aber beschriinkt.

B |y(t)] ist unbeschriinkt und wiichst polynomiell.

[_1ly(t)| ist unbeschriinkt und wiichst exponentiell.

Begrﬁndung:
(85vng st Linewslombimtion CmlatCaln + (W + Co tug % Mt
Cragu €M = Wit e (3 =0 B gl O

— Quadratiseter (abarfon,

11

1o |
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Aufgabe 7. Integration und Integralsitze (10 Punkte)
Im Raum R?* betrachten wir den folgenden Kérper K und das Vektorfeld f:R3 — R3:

p T " <2< i : T 253:
= y E P un y = §yz
5 2’ + 4 < 24— 22)? ., B

= 3

wET

|
. ‘(z',""'i; ¥

7B. Parametrisieren Sie K mittels Zylinderkoordinaten ®: D = K vermoge

r r cos(yp) r —1€2€2 0L
P = | rsin und D =
: Z((p) Tllosrs] kg™

7C. Die Bodenfliche von K bezeichnen wir mit B = { (z,y,2)T€ K | z = —1 }.
Bestimmen Sie das Flussintegral von f durch den Boden B aus dem Kérper K heraus:

{ ¢
[ 5-ap =j (co)-(n)dPdep = Mr&s}ﬁ) dedx
P ) -1

T
-[WJ%+F.;-de{ "/*"( ij € | =
o o |

= 477075

12
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7D. Berechnen Sie das Volumen von K. Hinweis: Es gilt 35 [12u® — 8u® + %“’T]i:_l =.477.

IR, v (I cr\q-—'ﬁf

f Ll [ dPded R

=f [ 2 FletY) frd ¢

/ J -%Et(w Zerpe'r e )d?c{f
0 et}

‘= B .
3 (“"/ g Mt 762 o 2y

vol(K) = SF dV

1

T
O |
g ‘ < 1
8 T (22T 'l

TE. Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes f.

[ |
3 |
avfly| - Sme 35+ 5k L2 =3%
&

TF. Bezeichne M die verbleibende Randfliche von K ohne den Boden B.
Bestimmen Sie das Flussintegral von f durch M aus dem Kérper K heraus.

fha-ad= gty v - (G ¢dg

Y
= A¢C. ’r‘f - =2 T

-

=  G657C

13
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Aufgabe 8. Fourier-Reihen (12 Punkte)

Sei f:R — R hier 27 periodisch mit f(z),= 0 fiir —7 < z < 0 und fll=e"firD<a<n.
S— . t -

8A. Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Intervall [-12, 12]:
| f@ | | |

/
]
vl

P
[ 4
/7
A

X

=
i

b
P

=X

Bestimmen Siezu  f den Grenzwert der Fourier—Polynome f,(z) = S7__ cre™ in 2 = 7

- fe
Jim fo(m) = E— D ijetlet - etV

8B. Skizzieren Sie ebenso die (unstetige!) Funktion g mit g(z) = f(—z) + f(z).

T e

2

B N s B . B
— 7 \5 /‘ B ~ h ] 7 [
] 4 B rs _W B B ; .‘ 1

]
.
L]

|
|
\J‘\""-‘-—..___
A

|

|

|
|

™

i i I O Il 1 - [z
— -
Bestimmen Siezu g den Grenzwert der Fourier-Polynome g,,(z) = >",_  di e in 2 = 0:
o wée b
lim 6,(0) = o} D L&[&é'&
n—oo

14

o
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8C. Bestimmen Sie die Koeffizienten ¢; der Fourier-Reihe f(z) ~ 3", , ¢, e

% ~rat
e (C(-)
~z

r _» -
=

i

o
ol
Il

da

o

|=1=FT

7 (T tClae)
ek,

= |y €

N
=1 ) -

e ( e ke

1 I o7 S T O e T
% PR A e S
= 2 (-k*-) ( e -7 )

F “i‘;_z?ttj:,‘:-z VT @1-;6-“’3 Sl
N

-1, £(-fe~T) ~ &
> RIT ~the~r € J

AT -tk i le | |,
= ar (~lFom) (-‘7*'(':' ) )

8D. Aus der Fourier-Reihe f(z) ~ 37, _, cx € folgt sofort f(—z) ~ >, _, c_pe®

Bestimmen Sie die Fourier-Koeffizienten von g(z) := f(—z) + f(z) ~ 3", 5 dy €™

A<k T --r+-)&,.
h=CatCon = aT(-utn) (-+e ) ) 'm.c--k"---t} Erve (-‘T) )

= L_’JL’_‘B:C_ M) (=716 ¢1)%)

8E. Bestimmen Sie den exakten Wert der Summe § = 377 | 251 — e ™(—1)] € [2.1,2.2):

+k2
— 00 It .
£U~)~ Z_h,,., a -~ Segpa, e i
Q0 = We  x=0 A
re
-e 7
e —— # 5=

Py

e
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Diese Seite ist absichtlich leer und darf es auch bleiben.
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Aufgabe 1. Dreidimensionale Integrale und Integralsitze (10 Punkte)
Der Korper K C R?® und das Vektorfeld f:R3 — R? seien gegeben durch

T 0<2<4 T 224y
e y| ER® | 22 4+42< 2 und fly|=|2z+=z
z y>0 z 2+ =z
1A. Skizzieren Sie K. .
4 k,-a.i.rm&déﬂ
'
y'

Parametrisieren Sie den Korper K in Zylinderkoordinaten:

<<
i p P Cos Oses7C
y| =P || =]psingp mit 0<2<4
= A P
# 0<p< -QW—-/‘&

1B. Berechnen Sie mit dieser Parametrisierung das Volumen des Korpers K:

ol Y

R car € Psiat
vola(K) = S f PR dPdrd?® gcp = | S$in€ pease
fxo0 P=o ‘pz, 0 o
T 5
= J;) (o 3 ®dZ < ¢ o

L0 -

!

fo ad

G

\l

o
e}
-t

<

i1
J

vo |

ol
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1C. Die Randfliche 0K setzt sich aus drei Teilen zusammen und zwar dem Deckel D (mit
z = 4), der Paraboloidfliche P (mit z = z* + 3?) und dem Schnitt 7' mit der zz-Ebene (mit

y=().

Wir parametrisieren P und T durch

®p:[0,2] x [0,7] > R* und @r:{(z,2) eR? | -2<2<2 22<2<4} 5 R® mit

“2P%cos <
COS \
®p P = zsini —B(I)Px—a@‘p: = "?"'}Sm{
¥ g : “Op Oy :
K
o
N 0Dy O
‘I’TI:U, Ix—ZL-lolx|ol= -2
orx Oz 9
Z O><1
- o
0. ~<o
&e—r—

Berechnen Sie den Fluss von ' = rot(f) durch P und T nach auflen.

fro-], @ (R aen (“ )< (3

= f (-2 P (car et sne)+ P J(L,P)

U

g
F. dS—[ T _ ) 2 | » FTET
fT L Tdidx = ) X ox (-ax+Fx ]-‘

X==T

£ 2 P 76
w—@f?—3+? =-F v
R
a g
—

Sei I' = 9D orientiert gegen den Uhrzeigersinn. Berechnen Sie das Arbeitsintegral Jpo f - dr. ’7

_~ hotrntvon ( ( )
.dl = A i)(g
/rf dr [J‘GD rotle)eap = fn L:—o Mg o F oty « d P4

<27 W@WW

o

2

“F (gne >0 )+ L'(l,

f- WWWC?” (casqrsine )3 f"] LS +‘-§°Tzw'+'§f =72
+ 2z —f-
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Aufgabe 2. Fourier-Reihen (10 Punkte)

Es sei f:R — R die 2n-periodische Funktion definiert durch f(z) = 1 fir 0 < z < 7 und
flz)=0firr <z < or,

2A. Skizzieren Sie die Funktionen f(z) und g(z) = f(z)sin(z) auf dem Interval [—3mx, 3n].

1 |

@ T | |

~
'
Ko

- o - o

2B. Bestimmen Sie den Grenzwert der Fourier-Reihe (f,)nen von f im Punkt z = 0.

bt |
lim f,(0) = >

n—0oc

{\J‘
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2C. Berechnen Sie die Koeffizienten ¢, der komplexen Fourier-Reihe f(z) ~ 3", , ¢ €%

(
—1
Z k=10,
Cr = 4 - ;L/z:& fiir & ungerade,
® fiir k£ # 0 gerade.

2D. Folgern Sie die Koeffizienten v, der komplexen Fourier-Reihe g(z) ~ 3, ., i €.

Erinnerung: Dank der Euler-Formel e = cos(z) + isin(z) gilt

ei:ﬂ + e—im ) eia: _ e—ir
cos(z) = —g und  sin(z) = —5—
i

fir k = 1.

fiir kK = —1.

fiir k& gerade,

fiir £ # +1 ungerade.

o
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Aufgabe 3. Lincare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten (10 Punkte)

3A. Betrachten Sie die folgende homogene lineare Differentialgleichung:
y (1) = y(t).

Bestimmen Sie das zugehorige charakteristische Polynom p und seine Faktorisierung iiber C:

p(X) =

Ar="T A==

. AEi M= -4

2o =0 DOA-TIMD A-1)( A7) =0

3B. Folgern Sie die allgemeine komplexe Losung y:R — C der oben genannten Differential-
gleichung.

y(t) = |Cre’ + Cee” vzt Legel

3C. Betrachten Sie nun die folgende lineare Differentialgleichung

0 -7 gt T~ Facee Mldjfmilnr vym L
y@(t) —y(t) = 4e”".

Benutzen Sie den richtigen Ansatz, um eine partikuldre Losung zu finden

>eer
Ansatz: y(t) = |C - & - e"t

Partikuldre Losung: y(t) = e —

3D. Finden Sie eine Losung des folgenden Anfangswertproblems

y () —y(t) =4e™"  mit y(0)=1,5/(0) = 0,5"(0) = 3,y"(0) = —2.

- d ‘¢ l
y(t) K - (‘C Tehler (o U&i’vag\_-

Aufgabe 4. Charakteristikmethode (10 Punkte)

Gesucht werden Losungen u:R? — R der folgenden partiellen Differentialgleichung;

yopu(z,y) + xoyul(z,y) = dryu mit  u(0,y) = exp(y?).

4A. Stellen Sie das Differentialgleichungssystem fiir die charakteristischen Kurven auf.

)= | >ced L a0 =0,
y(t)=| Xct) v y(0) = o,

/ z i
Z(t) = GXct) e )#(f} ) 2(0) = Cxr( 4 )

|\.'4|

I\J|

[\JI

1o |
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4B. Betrachten Sie erst mal z(¢) und y(t). Sie haben ein

o T ;
chungssystem in der Form ( ,) =A ( ) mit A € C**? gefunden.
Y Y

homogenes lineares Differentialglei-

)

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A.
z
(-2 F -
o ( b | CA=T)( A1)
Eigenwert A\; =| *? | mit Eigenvektor v= {4 /| g
. - . -'1 (
Eigenwert Ay = ] |mit Eigenvektor w = B b

4C. Finden Sie eine Losung des Anfangswertproblems (abhingig von o) fiir das homogene

(t)), das Sie

lineare Differentialgleichungssystem in (z(t),y

gefunden haben.

+ ._
{1} = —)2_:19 ye -—? % * /Vo corl ()
)/‘ ¢ ~o -¢
t)=| L= -2 = z
y(t) ¢ = & = b diah(¥)

4D. Nach Einsetzen von z(t) und y(t) sieht die Different

aus:

2 (t) = yo(e* — e ™)z(t)

ialgleichung fiir z(¢) folgendermafien

Finden Sie eine Losung des Anfangswertproblems fiir z(t):

2(t) w( 73 cash(2t))

4E. Bestimmen Sie eine explizite Losung (nur von x und

tiellen Differentialgleichung;:

y abhéngig) der urspriinglichen par-

oxP "= ol (1 (E

u(z,y) =

=)

' t il =
x'tey = > —ope Fe gTe
Y = x = F(efre) =

o
—

€ -t
> %= E(e-e)

o |

!\.'a‘

o

X = bk =
2o re’tz >
pors) =5 80Ul) — % =‘m

X(E) = % QUGG =Eﬁ—c5wjuce; = > ot (t)

+ = fo.CDt(—l( ;)'(:) o
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Aufgabe 5. Wahrscheinlichkeitsteorie (10 Punkte)

B
=

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 9.5 6
0.1353 | 0.0821 | 0.0498 | 0.0302 | 0.0183 | 0.0111 | 0.0067 | 0.0041 | 0.0025
0.2707 | 0.2052 | 0.1494 | 0.1057 | 0.0733 | 0.0500 | 0.0337 | 0.0225 | 0.0149
0.2707 | 0.2565 | 0.2240 | 0.1850 | 0.1465 | 0.1125 | 0.0842 | 0.0618 | 0.0446
0.1804 | 0.2138 | 0.2240 | 0.2158 | 0.1954 | 0.1687 | 0.1404 | 0.1133 | 0.0892
0.0902 | 0.1336 | 0.1680 | 0.1888 | 0.1954 | 0.1898 | 0.1755 | 0.1558 | 0.1339
0.0361 | 0.0668 | 0.1008 | 0.1322 | 0.1563 | 0.1708 | 0.1755 | 0.1714 | 0.1606
0.0120 | 0.0278 | 0.0504 | 0.0771 | 0.1042 | 0.1281 | 0.1462 | 0.1571 | 0.1606
0.0034 | 0.0099 | 0.0216 | 0.0385 | 0.0595 | 0.0824 | 0.1044 | 0.1234 | 0.1377
0.0009 | 0.0031 | 0.0081 | 0.0169 | 0.0298 | 0.0463 | 0.0653 | 0.0849 | 0.1033
0.0002 | 0.0009 | 0.0027 | 0.0066 | 0.0132 | 0.0232 | 0.0363 | 0.0519 | 0.0688

QI 0|~ | || W N~

Tabelle 1: Werte der Poisson-Dichtefunktion p, (k) = ’;—? ek

5A. Eine Wandervogelgattung iiberwintert in Agypten (25%), Algerien (35%), Athiopien (40%).

Im Sommer kommen die Végel nach Europa. 9% der Vogel aus Agypten, 13% der Végel aus

Algerien und MMMOpien verbringen den Sommer in Belgien.

Berechnen Sie den Prozentsatz der Vigel dieser Gattung, die in Belgien iibersommert.

P 708 AAASLOLTE + UGLO0P ) =P (Feterel Chortarmat )
OOV U QR L0, 0052 =0 27 E
050G qS
Ry (4> =0 28 | (P(A)=0.358 T rP(A1)= 0,4
PCRIA) =0,0%  : PUA)=0,7T | PB)4e)=0,00

P(R) = 10>

Ein Ornithologe forscht in Belgien. Er fingt einen Vogel dieser Gattung. Berechnen Sie die
Wabhrscheinlichkeit, dass dieser Vogel nicht aus Agypten kommt.

7

o) = LAYy AL BIA I PLhIA) T
21 A1) P(A) 004% - 6,1y
.PC/‘MI@) = i 'AP(.)@) = f?-r—;(-""“ =02tS

]7(,:'{_-,)@) T 7-0avF T PHRG A

1 |



Prof. F. Witt Hohere Mathematik 3 (vertieft) 20. August 2020

5B. Auf der Welt gibt es geschatzt 10 Millionen Vogel dieser Gattung. Die meisten Vogel haben
einen schwarzen Schnabel, aber 0.2% davon haben einen gelben Schnabel. Ein Ornithologenteam
e —

—

fangt nun zufallig 1500 Vogel. * (+1500.0,D2)

e -7
Was ist die erwartete Anzahl gefangener Vogel mit schwarzem Schnabel? giﬂ{ 7|

Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Forscher genau zwei Vigel mit gelbemn Schnabel gefan-
gen haben? (Geben Sie nur die Formel fiir den exakten Wert an, ohne den Wert auszurechnen.)

/f)’ﬁff&?owtr. \/eréﬁ«‘tuné/
' [k ?clgOOOQ © CO0 OO0
T T4 9¢€ =00

Berechnen Sie explizit mithilfe der Tabelle 1 eine geschickte Approximation von dieser Wahr-
scheinlichkeit.

PCNCLY A= 2 W =2

f(’;,'b) = 0, A0 =nt, b

o |

o

b |
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Aufgabe 6. Integration (10 Punkte)

Betrachten Sie das folgende Integral:

n/4  pcos(x)
/ / rydydzx.
si

Il

6A. Skizzieren Sie den Integrationsbereich in der zy-Ebene

=
-

(]

20. August 2020

sHT

(v] i =

= und

6C. Bestimmen Sie das Integral.

§imn (&) <y<

6B. Beschreiben Sie den Integrationsbereich als Normalbereich in y-Richtung

cosCx)

C°£Ci4
( > dsdx

0 Ilf\({)
x !
5
i B
ya k ?'7 jr,'n J(

= ) b

Jo X (% 7 (74 OS2 x)) - —'("?—cw Xy M x

4'\-‘-?

[e]

(43 6os09™ - stnca? ) e

L]

X
= R i |
3f, cemcody - z(fmnsncm i

L SR (ax) di

i - F o (1))

l\.'.:l



Q

oW R Hm 3 Idousor

i bx  x 3
5 # ik =jx
e [dal 4 ?f.e/ e

<
"l (+htT)

PP o e 2 7 =03 (4i)

= 2 (L[\J e dyx - 3 c d)()

CC:---r Ch =7

= %(Ck-"-a;ot)

A >eer = | tceety et
"t = | cte Yw-lce-lce
I ‘-& =1 -
Ve = -Ceke 4 cetince™
rm =] o = -
> () = |[+Cee —> <
~ce’ -t -¢ t -
cée "|—gce” |—ictet =ge™ o C=-r7
-t
7p CE) = -t
. al‘& c -t i
d) F(t) = CreteCie T #Cael v cue e
) = (Cett - "C'LC_'_‘: b(net w-Cuel*L ot e
k) | B lwet e Cadlt | vt i |Che™t +0¢ et | kel
Ay = —iCrete-ie™® L zef - Cuet —et ~ et et +eel®
- ~¢

S0 Gie'f |+ |CieTd ecret ilci et W —te



Ca FCr +Car wCo x =1
ICal = fen + G -~y -1 = O
-(1 +Ca ¥#C1 Vv (Cu« . =87
il -t v 1 ~Cq -2 = -2
| - T - =y
$ | <d | | ler - | -t / [2~-2¢)
«1 =2 7 - 1 [+ 2= | - &=
- = M . I |+17- &~ | -2~
-1 = - - -7
O U a~r - | -7
Q7| L 2 i
O 0 s A\ | COBRF RO EAR I
=y v T v i T Coz FCe =7
| | | 4 il Co ~Cd =T
'Z' (6] v] 0 (0) C» =0
2 - 0 O 0 Cm, =
Cqg = Q@
Cal =1
el e -t -1
C) ey (= Lae (-—r) + (€ ¢ (-‘1) YCO)i’)o
X(@ =0
£ -
X)) = € + Qe Ca+Cr = >y
seey =l Clef - Gle[™ Cr-CG=0
1
S Al SRS vm
d) Be) =@ XCE) CE) Wit) = (e'“'_e”“) ()
B = s (e™et) = 223 thb(rt)
xie)
(" (Re) = @53 cshcet)
t -t
=9 > eP(Sshon) T ep( T (e )
7‘ ~ -6
e) X t > < = (e,"l-e tke&-e.
t
= T e
_ X+ ;
)/0 = e.c, ¢ t » ((‘7 (—:-;fi
e - — o
x—> = 2(etet fre™) = et
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N~ | x>

=

o ek

et’
(x> E:C' - Cxy+2)

e X £ (x +5 x>
e [T -5 B x5 R
Tt _ x+ 2
¢ L
x4
24 |= (n (=)
e =
& - (('l Kt}. )
5 x+—)f X +> [e=>_
o = tﬂ((*-*f) ) = e =iCkes): Xt

(’(‘-)—) :m
Ulkr) = €xp(t->")cash(E(a (B =)

> cep ((x%-57)
£ v
Q&) Ons .09 =425 0138 ‘73 =0,03455 0. - 0,08 =0,0012
0 35 o
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0,125 +0,0uL§ + 9,003 0,215 0,81C
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Modulklausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Bitte fillen Sie Folgendes aus.

Name: Matrikelnummer:

Vorname: Name des Tutors:

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise.

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4 eigenhandgeschrieben.

e Mobiltelefone und dhnliche Geréte miissen wihrend der gesamten Klausur komplett aus-
geschaltet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.

e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig.

e Nutzen Sie die Késten fiir Ihre Losungen. Bei karierten Késten sind Ergebnis und Re-

chenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

e Die Aufgaben sind untereinander unabhingig.

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2 3 1 5 6 Gesamt

Punkte /10 /10 /10 /10 /10 /10 /60
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Aufgabe 1. Integration (10 Punkte)

Betrachten Sie die Flidche A C R?, welche durch die Parabeln y = 322 und y = 4—2? beschriinkt

wird.

1A. Skizzieren Sie die Fliche A.

fv)
N

T
LT

-

1B. Beschreiben Sie A als Normalbereich in y-Richtung:

-7 LE=

-7

und A |

R
1C. Berechnen Sie [, z?d(z,y). F(Edao;'nifw N7

L’ X1Jc'x,r)

-

L,"A 3(?: (x,7))* N

e

Qe pe™ 2 x

f_: E (s a9 -gx) | dls

- 1
a« (3x -
."
4 L‘:;";-‘f'
4

b ]

X° > dlx

$x7 1.
7-3) G )eziG>

l\Dl

|
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Aufgabe 2. Dreidimensionale Integrale und Integralsitze (10 Punkte)
Der Korper K C R? und das Vektorfeld f:R? — R® seien gegeben durch

- Ll <
! 4 ";Jrﬂg <4 . B=2
. T4+ 1
K= y | € R 3 G und fly|=]|2z+=
0<2<4 -4z —y
z ¥ Ty
Hinweis: Skizzieren Sie K auf IThrem Schmierpapier.
2A. Parametrisieren Sie K in Zylinderkoordinaten:
T p peos g 0<p<l
y|l=2le|= ZEPLP sl mit, 0<p<2n
Z ¥4 = 0 S 2 S @ ¢ f'l.-

£

2B. Berechnen Sie die Funktionaldeterminante der Parametrisierung ® und das Volumen des

.. ; Ose¢ —P3ind o\ co 78
Korpers K: .ﬁ" a P = 2 5int 72 Pcoge O | 2fin opy
det@’=| 2 | vb(K)=| um e e -/ 0 o

—

Ve phmep

2

A dTdpde et TOCUYSSEPsint25ing =20

2C. Die Randflache 0K besteht alidem Boden B mit 2 = 0 und dem Mantel M. Wir para-

metrisieren M in Polarkoordinaten mit @, : [0, 1] x [0, 27] — R?
| 76 P o P
oS oS —psin
P e 0Py 0Puy o pEme RPEsine
Y = | 2psingp = | 2sinp | X | 2pcosp | =
@ ) dp dp 5
4—4p —8p 0 2L leos € a1l
- 1
2D. Berechnen Sie den Fluss von f durch K nach auflen. e s +
= =2 « P gin €
f-dS = c) :Jd;«(.() dOX7, 1Y e
o k. HVCO s 046 +o=0 1

2E. Berechnen Sie die Rotation rot(f) und ihren Fluss durch M nach auflen.

+ X ="
o T
rot(f) = [ as=| gz | =] fedT
4 M -

2F. Sei I' = OM die Randkurve von M. Berechnen Sie das Arbeitsintegral des Vektorfeldes f
lings I' beziiglich der von M induzierten Orientierung:

b

iz

wen m
Stoles

QAD
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Aufgabe 3. Lincare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (10 Punkte)

3A. Betrachten Sie die folgende homogene lineare Differentialgleichung
y””(t) _ Siyiﬂ(t) _ th’(t) — 0-

Bestimmen Sie das zugehérige charakteristische Polynom p und seine Faktorisierung iiber C:

p(:?:): Xw—-gl‘)qa—l)(i =0 _—_'_>)(1(X-l‘)(-\("2.:')

T =t Tk =) =0 +3+E iy ety =T
xc(x -3Tx 32‘-‘11

3B. Folgern Sie die allgemeine komplexe Losung y: R = 'C der oben genannteﬁ' Differential-

gleichung. N

ya
OV \ . I‘t :
y(t) = % 4 = Cr PGt B ~ il )

3C. Betrachten Sie nun die folgende lineare Differentialgleichung

. t :
y"'(t) — 3iy"(t) — 29"(¢) = —2(1 + 3i)€". Cef(1-27-2)= e («2(¢3)))

_ o ‘ _ e+ 10)
Benutzen Sie den richtigen Ansatz, um eine partikulire Losung zu finden C= — 2 n
-7 =1
Ansatz: y(t) = ce ¢
Partikuldre Losung: y(t) = 2.8 ¢

3D. Finden Sie eine Losung des folgenden Anfangswertproblems

y"'(t) — 3iy"(t) — 24" (t) = —2(1 + 3i) e mit y(0)=3,y'(0) = 1,3"(0) = 2,%(0) = 2.

yet) = 2et iCatcate Ce'C ¢ Cuel't

y(t) = Zetf-“t-t‘:

Aufgabe 4. Charakteristitmethode (10 Punkte)

Gesucht werden Losungen u:R.p x R — R der folgenden partiellen Differentialgleichung:
rdulz,y) + (y — z)0pu(z,y) =u—y mit  u(1l,y) = /2.

4A. Stellen Sie das Differentialgleichungssystem fiir die charakteristischen Kurven auf.

V(t)=| iy~ x(¢) v y(0) =wo
() = 2(t) - ylt), 20)=| ¥ /2

0o |

(W



Prof. F. Witt Hohere Mathematik 3 (vertieft) 26. Februar 2020
! z
4B. Sie haben ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem der Form | ¢/ | = A | y
7 z
- 0o O
mit A € C**? gefunden. Schreiben Sie die Matrix A: A=| (-7 =7 O
=7 = =
l
4C. Erginzen Sie folgende Sétze.
1
Der Vektor vz = | 0 | ist ein Hauptvektor von A zum Eigenwert A =| =7 |der Stufe 3.
0

Die dazugehorige Hauptvektorkette ist

N .
1 @ % 0 0

V3= | 0| —> vy = 4 o =0+ 10
0 0 1 0 -

4D. Finden Sie eine Losung des Anfangswertproblems (abhingig von ) fiir das homogene
lineare Differentialgleichungssystem, das Sie gefunden haben. (

4 ﬁfi) il ")"c“(“ct)*ﬁ(f‘t)
e [ ¢
o ol W
y(t) = g&[(-c;' )J- t(;)J AR T
] =f O ¢ 2
o= )2 85) - £(5)] - Eerantiiy

4E. Bestimmen Sie eine explizite Losung der urspriinglichen partiellen Differentialgleichung

(abhéngig nur von z und y): x= et —s E= (e ; »= tet msteebotx-Xx
):,: 'E!r")"__ &__),
0 T (atx) P (atin lnt JER = = =
u(z,y) = ((.nU’H'k) e ~((a )43 ) ncx) e + %i—n e : tlncﬂ*;_i’
|

= T (lhtntrZlown -E *

2.
>
;2_.)’( -(Ln(an'l} %Ln(ﬂ)k +

-1 T
~ lec)™ X

=X ( Zhet™+ (g% 2 Z)% Lo - Stacor ¢ Lator’)
b B

——

tS'd

—
—_—

n
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Aufgabe 5. Wahrscheinlichkeitsteorie (10 Punkte)

?:u
—_
=

2 2.5 3 3.5 4 4.5 ) 9.5 6
0.1353 | 0.0821 | 0.0498 | 0.0302 | 0.0183 | 0.0111 | 0.0067 | 0.0041 | 0.0025
0.2707 | 0.2052 | 0.1494 | 0.1057 | 0.0733 | 0.0500 | 0.0337 | 0.0225 | 0.0149
0.2707 | 0.2565 | 0.2240 | 0.1850 | 0.1465 | 0.1125 | 0.0842 | 0.0618 | 0.0446
0.1804 | 0.2138 | 0.2240 | 0.2158 [[0.1954 0.1687 | 0.1404 | 0.1133 | 0.0892
0.0902 | 0.1336 | 0.1680 | 0.1888 | 0.1954 | 0.1898 | 0.1755 | 0.1558 | 0.1339
0.0361 | 0.0668 | 0.1008 | 0.1322 (0.1563 | 0.1708 | 0.1755 | 0.1714 | 0.1606
0.0120 | 0.0278 | 0.0504 | 0.0771 | 0.1042 | 0.1281 | 0.1462 | 0.1571 | 0.1606
0.0034 | 0.0099 | 0.0216 | 0.0385 | 0.0595 | 0.0824 | 0.1044 | 0.1234 | 0.1377
0.0009 | 0.0031 | 0.0081 | 0.0169 | 0.0298 | 0.0463 | 0.0653 | 0.0849 | 0.1033
0.0002 | 0.0009 | 0.0027 | 0.0066 | 0.0132 | 0.0232 | 0.0363 | 0.0519 | 0.0688

C|VINH ORI~

Tabelle 1: Werte der Poisson-Dichtefunktion p, (k) = "z—? e H.

5A. Die Lange der Schlange in der Uni-Mensa ist Poisson-verteilt mit Erwartungswert u = 4.

{-—> (7":-—7//‘4—'

Berechnen Sie die Standardabweichung: o = -

5B. Berechnen Sie mithilfe der oberen Tabelle die Wahrscheinlichkeit, dass

(a) kein Mensch ansteht: | “7.€7>

LT &4
O: T4 & =
$ 725 OXH+(7
(b) mehr Menschen als erwartet anstehen: e ;
96273 XF7T
—

(c) die Anzahl der anstehenden Menschen sich von der erwarteten Anzahl um (strikt) weniger

0,19%¢
. . O, 795 < \
als die Standardabweichung unterscheidet: |, ¢, =5¢7 S’Q, 27

 Ce7

0o |
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5C. Ein Ameisennest enthélt eine Million Ameisen. Die meisten Ameisen sind schwarz, aber
ﬁ._.—._._———_"_-'_-—"m.‘.-"

0.1% davon sind rot. Ein Forscher sammelt zufillig 2.500 Ameisen.
'N..—_———-—..___-___—/ —_—
Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Forscher hiochstens 2 rote Ameisen ausgewihlt hat?
g
e tonthvirtte Yorteifg s
n = 2400 N = 7 020 opo e = 1000
_ [ kN[ N=-&k N
Pcw —(L)(n—k)/(n)
Plaez) = Pca) #Pcr) #PCO
-1 000 Y9529 7000 ( 979 Oco ( -7 000 G4¢ OOo
1 )( "-‘*""‘) L 2u2@ (ms'ao

‘ — 0o0c 000
2500

ln (_.S_Ccm& goea acehl {lo&v'a berectnef 1

5D. Berechnen Sie explizit mithilfe der oberen Tabelle eine geschickte Approximation von dieser

Wahrscheinlichkeit.

—

Nile
A = w-—-&—/— - L5
KMk, a)ax 2(n, 2) = PLy)

P) + PC1) +Pcn) 2~ 0,087 c0,205L L 0,2 566 05438

‘5‘4,‘3?,7-

o |

[\JI
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Aufgabe 6. Fourier-Reihen (10 Punkte)

Es sei f:R — R die gerade 27-periodische Funktion definiert durch
: GELAGE o/

J‘,\—Mwe—{'/\ ”
=1 fiir(]§33<—2— und fl®)=0 fﬁr§§m<7r.

6A. Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Interval [—3m, 37].
] ' *
| @ |

S 8 — - | L = 5 =

|- I3 s ALA bose

o
[} |
-

i

s

-

. W
=

6B. Bestimmen Sie den Grenzwert der Fourier-Reihe (f,,)nen von f in den Punkten z = 0 und

=%
_ -
lm f,(0)=| — | lim fu(n/2)=| T -

6C. Berechnen Sie die Koefizienten ¢ der komplexen Fourier-Reihe f(2) ~ 3", _, cf ei*®,

aoqde -> 6“ =0

{
o falls k = 41 (llfé(]) oder k = 41 + 2,
2z
2us ;;,.J cor(Lt) fCer X
-
w=| Z | a=i == falls =l 1,
2 *uTC
- | fallsk=4l+3.
®aTT F1
\

6D. Bestimmen Sie durch Auswertung der Fourier-Reihe an einer geeigneten Stelle den Wert

5 L 4 Ng L, .2 LT T
‘= 4+1 4+3) T35 7o 113 15T

>0

7T
21

o |

Auswertung in = = 0 ergibt a =




U220 A4 H73 blgurer @
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Y 2 . R
Volgth) = f (p_o £ 20 drdfde

{=0 o

=</T -
o [‘ [; (L(-—C-rft)lp Q’Pc{f

-

» (:Ee['-"zf"—zf“]:df :A‘mad.f

= g x
2e) thwlr’ - /!Mmub-?’-’cﬂ

7 % [ pcard- 6 “cose
/ rotd - oS = ] { -7-7,?:?0‘?)' &FLS"“E o € dP
Mt o o = e [
22X

5
iy 2
= ( { 76 P tos'(?'--rsf’?cosf ~&p sind -7 £osing. +2 € i

e % T
r[—-(éf’g‘cojft. r,‘nfi) +76 Plt-cos;f’-‘f_ S?n{) «2 P deypP

LOSly)

-—

o

Tec -
f @,‘Dq(COS(."LN) + ::“-6/3 ("’C—’f\’--‘%f(‘n()f- /azl J‘P

o
T

Ko 4 @S Tx) v"-é,—‘ (Cos €13 5int) ¢ d¥

37
= E—&’::‘q(lk? +'%6;,‘r~. fl = ?C@ij{- {’__\o

= -y 4 4
= | A
%) yer) = 2eb 4 Cq b Cel ¢ C?gl‘e t 0y e_’“"t

>ee) = 2et e ca t e’ inica et

Yoy xre’ g- Cze;t-«.,c(_,et"c

S = 2 et =Tte T L Bit.lel"

Sl = e elchelt| drhdaeT

) =3 = 2 4Co +Cq +Cq =7 Cor="7

)"0‘-‘) = =% Rl#lcd * iCs dTLicCe| 57 Ca=-1

)"&or =2 | = 9 i|-|c2 L ede| =2 Cal= bolc):
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X = ;f[ of 4t ) [Cf) w.
i
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Klausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Aufgabe 1. Bitte fiillen Sie folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Matrikelnummer:

Vorname: Studiengang:

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten
e Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4 eigenhandgeschrieben

e Mobiltelefone und &hnliche Gerite miissen wihrend der gesamten Klausur komplett
ausgeschaltet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.

e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuldssig.

e Nutzen Sie die Késten fiir Ihre Losungen. Bei karierten Késten sind Ergebnis und Re-

chenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

e Die Klausur enthalt zu viele Punkte fiir 120 Minuten. Die Notenskala beriicksichtigt dies.
Ihr Vorteil: Sammeln Sie Punkte; wiihlen Sie zuniichst Fragen, die Thnen leicht fallen.

VIEL ErroLa!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 7 Gesamt

Punkte /1 /16 /8 /12 /10 B /7 /66
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Niitzliche Werte und Formeln

e Tabellen der Exponentialfunktion und des Logarithmus

z| 3| -2|-1]o1]2]3
e |0.05]0.14]0.37 | 1]2.71 | 7.30 ] 20.09

z |07 08|09 |1]11]12]13
In(z) |- 0.36 - 0.22]- 0.11]0[0.10]0.18 10.26

Ablesebeispiele: Fiir x = 2 gilt e* =~ 7.39. Fiir z = 0.8 gilt In(z) =~ —0.22.

e Einige Stammfunktionen:

1 x 1
/1+$2d$=tan"l(:r)+c /1+$2d:::=§10g(1+51:2)+c
1 :
———dz = sinh '(2) + ¢ /—d:r: V1i+az?2+ec
/\/1+I2 (@) V1 + 22
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Aufgabe 2. Vermischtes (4 + 4 + 4 + 4 = 16 Punkte)

2A. Losen Sie die gewohnliche Differentialgleichung ¥’ + /1 + y? = 0 zum Anfangswert y(0) =
—1.

7

)f
b=

dx = f—-'r dx

-\ = Sinb” (rean)-C
> > Sinkh (=) + S/nLc+e)

Do |z Sral (= ¢ ) Senb CC) = =
C = ol -‘(.-f)

2B. Ein Buch mit 500 Seiten enthélt 500 Druckfehler. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass sich auf Seite 34 mindestens drei Druckfehler befinden. Runden Sie dabei auf ganze Pro-

zente. Hinweis: Approximieren Sie die hier auftretende Binomialverteilung durch eine geeignete

Poissonverteilung.

A= T Febles pro e, e
Pex21y | = 1= (Reoys PCm e Poe)) .:ﬂ{bg,))'

& -t
WW%W N s At e e | Lo

P(x27) = 7- (PCh=e) £PCh==) ¢ Ple=2 %)
=

(7%
)
PL&) = S 7%
- i 5
e | :1 —r -7 "-11.8.;4_
- T7- € (-1+—.3,—+ 217 < BT

1!

.\
f

o
W
+
~
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2C. Wir betrachten die Differentialgleichung

ze¥ — 1)+ zy' = 0.
( . ) zy

Bestimmen Sie einen nur von y abhéngigen integrierenden Faktor ¢(y), ein Potential der exakten
Differentialgleichung und die Losung des Anfangswertproblems mit 4(2) = 0.

5
rot (£,3) = @ - xe

I
AT 1] evCdgy | [ A e”
<

AQ) A
Sf‘f}y‘: d> = J-"I J}-
la(x) = -

ANoD | = e aes) wh B 3
Potetiel von (\f,g)cc» = (Xe“) ) = (a, )
Ay |z x-le™ o
Rt = ";:xi—xc_) + Cic »)
> = X e = xe""+c.'c7) C¢m =0
Flaz) |=[Sx"= xe | J

US'.wqa des ACP it >cry =0

5 4

r(_x‘YCx) = 2 X - x e =
=
B

r~
i

n
Dy

o
'Y

]

|
Y

-la( Tx)

e
3
]
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2D. Zu welchem der folgenden Vektorfelder g, f:R* — R? existiert ein Potential?

(1) g(z,9,2) = (. ~2,2)  (2) f(z,y,2) = (2°,9°,2")

Bestimmen Sie ein Potential in den Fallen, wo dieses existiert.

e

_ =0
rot = -ew(:~o)7la Lein (o te frat

© -0
'“Ot\[ = (0 -0 ) =0 Potefiac e tistiert
o-0

Ox . e !
b | £ |[ »3
22 A

Fi | = |7 cd¥irp
g ‘

2y = y/‘ ::‘- 2> Fx = |9y CC 2D
9z = 7 = 9 Fy =2 Cepud
Clrt) = T CCE)

C (s 2)) = 32% +C()

F(x = Bt r AN ety
xR =" éazﬁ s c'iy
cend = -'; ?.g

e, 2) = mixl k[T A% 3 »*




Prof. U. Semmelmann Hohere Mathematik 3 (vertieft) 05. September 2019

Aufgabe 3. (2 + 3 + 3 = 8 Punkte) Wir wollen im folgenden annehmen, dass die Lebens-
dauer 7" eines Turbinen-Strahlwerks, wie es in einem modernen Diisenflugzeug verwendet wird,
exponentialverteilt zum Parameter \ ist, d.h. P(T > t) = e, wobei die Zeit ¢ in Tausend
Betriebsstunden berechnet ist.

3A. Es ist bekannt, dass ein Triebwerk im Schnitt etwa 10.000 Stunden (d.h. 10 Tausend Be-

47
<0 e-hittleet

= O

triebstunden) durchhélt. Bestimmen Sie den zugehérigen Parameter: A =

l/

e e e N N MDD /e

3B. Sei A = 1/5. Mit welcher Wahrscheinlichkeit p hilt das Triebwerk weniger als 10.000

Stunden? Runden Sie auf zwei Nachkommastellen. p = 0,%4

e =
Pt ¢ <0 )=7€ =4of'79 = 0,f¢4

o |
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3C. Eine Fluggesellschaft benotigt Triebwerke, die mit 90%-tiger Wahrscheinlichkeit auch nach
5.000 Einsatzstunden noch funktionieren sollen. Bestimmen Sie den zugehoérigen Parameter:

)\=m

0.0

(Runden Sie auf drei Nachkommastellen.)

t = goma s
PCT >t))

- A8
€

el -S|

A

!
=049

- Orﬂf

= lat:%)

K Srieg s
S 225

o171

e

= | =X

0,022
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Aufgabe 4. Dreidimensionale Integrale und Integralsitze (2 + 3 + 4 + 8 = 12 Punkte)

Der Korper K C R* und das Vektorfeld f:R* — R? seien gegeben durch
K = { (x,y,2) € R

?+y*+22<9
1 L w2

} und f(m,y,z)z(z—z,2$+y,4($ —l—y))

4A. Skizzieren Sie den Schnitt von K mit der 2—z-Ebene, also mit der Ebene y = 0

........................

i il
-1 . b 5
3
lt i E ]
~ T i 3 !
Parametrisieren Sie den Korper K in Zylinderkoordinaten
& P Peasew 1% 82, 0<p<2r
yl=® || =]|psng mit
< s o =%
2 z 2 0srs|va-2> 2
4B. Berechnen Sie mit dieser Parametrisierung das Volumen volz(K') des Kérpers K
M
NNy 5 N
¥z Y=o =0
q) =[Sine Pecos £ o/=
o

= 2
J_ (o%' o3+ d0de
0 o

et @’

-

cof € Poos €4 fintfane
L $ 7

ya
27CWJE

z(‘? %)iqf%
= PEOS ( £5inte )
1 W@%@W
i C 7‘((49 5)—-(9-"))

. {
1;

~ g Py
=l 9t-3¢ j":

b |

/?——
7
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4C. Die Randflache 0K besteht aus dem Boden B mit z = 1, dem Deckel D mit z = 2 und
dem Mantel M. Berechnen Sie den Fluss von f aus K heraus durch D:

| || N 4
IDHf fls %W J-(((p(n) . del
Acos e j
WW{V ]‘f(ﬂ coser A lsieve W Pd 2

—-fﬁ/dﬂc/‘f

oAz
Sy i
T i

o L R R 27~
coT

Folgern Sie den Fluss Ig des Vektorfeldes f aus K heraus durch den Boden B:

o= [ f)as= - ¢ [/ prdrde
seRB O)
- % So fﬁ&d'( n:(___.

- 1R

"

1l

4D. Berechnen Sie den Fluss I, des Vektorfeldes f aus K heraus durch den Mantel M:

a2 o<t} g T
/M+/{1¥/0 ~ [Ses {CI)JS‘

o

(vmdiv‘((\/) JdV

n

Jve% WL

- Velatl) = F=

i

+ PET 4+ ‘-'ILOTE“: />
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Aufgabe 5. Fourier-Reihen (2 + 3 + 2 + 3 = 10 Punkte) Die Funktion f:R — R sei

27-periodisch und ungerade mit f(z) = z fiir 0 < z < 7.
P Lt ommelr,
5A. Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Intervall [—47, 47].

| o) |

="
-
|
L

T 4. _ i el /n

EENNN AR

Bestimmen Sie den Grenzwert der Fourier-Reihe f,(z) = Y7 ¢, e von f im Punkt z =

lim f(m) = 0

5B. Bestimmen Sie die Koeffizienten ¢, der komplexen Fourier-Reihe f(z) ~ 3, _, ¢ e*:

Co = o

W ==
Cp = {~) &3 é O ??‘g furir#o
T v o
—:ﬁ_cj G’;'kx.ﬁtm dx Portiege /néf,?rqffcn
(7
B (GRme™ s T [T M)
= % -fL'. = ~— - —
) g T e d x
-7 — -7 ~rh X T — ) —,“RJ T
'—"J.n—( fa C "J’z_'(."u"c _z)
(A o ey ~TA p
2(. % i'-:-m)ﬁ x “A
Sl le ik 3 R

[\J|
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"

1

wmm%mw@w

- ( ‘n:e“"”r Toe“"”'-_ sl L iny )
e \© i e T T [ (- ruf = IY:-R:
Y >~ LT
P i | (|2
dhas TN e (- )"
—F T -1
-2 (7 osckr) voz sincuT))
=2(d lm 1
% (1% [easwr) ¢ im Sinci 72) )
_J_ .
$L CosCaZ) - ;57{ §in CL7T) fce ele k¥#O
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5C. Bestimmen Sie die Koeffizienten a; und by der reellen Fourier-Reihe f(x) ~ @43  a cos(kz)+
b sin(kx):

ay = O

i = 0 fiir £ > 1,
hin

b = 2(-1) ! ;—3 fir k> 1.

&, T Ce, |+ C"A 6L =7C Ll )

o |

5D. Betrachten Sie jetzt die Funktion F(z) = [ f(t)dt.
Bestimmen Sie die Koeffizienten A, und By, ihrer reellen Fourier-Reihe:
F(z) ~ 42 + 332 | Ay cos(kx) + By sin(kz):

Ao = <
A = ,O fiir k > 1,

\

By = fiir k > 1.
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40/\80%1 -—> ;—_g,e_yqde -9 /ka I 0]
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Aufgabe 6. Differentialgleichungssystem (4 + 3 + 3 + 2 = 12 Punkte)

Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem ¢/(t) = Ay(t) + b(t) mit AWP:

Y1) = =2y (t) +w(t) + e, w(0)

1
yh(t) = —yi(t) — 2¢7, ya(0) = 2.

6A. Bestimmen Sie die Matrix A des zugehérigen homogenen Differentialgleichungssystem, ihr

charakteristisches Polynom und die Eigenwerte.

Av = (::)z—v & A

C2=MIC2) + 7
-?_..>-’l
A= -1 &0 ’P()‘):’L\#,\’LJ-"T L M= A=
T
PLD | = (h+—) = Ag. = -7

i
G J
N——

(

g

|

4

1
Im folgenden geben wir Thnen die beiden Vektoren v := (1) und w =

6B. Bestimmen Sie eine Fundamentalmatrix des homogenen Differentialgleichungssystems.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass Av = —v und Aw = —w + v gilt.

w=le (3) lwo=| € (6(5)F (2))

-t = t
Yt)=|e (-1 {:M)

14

o
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6C. Bestimmen Sie eine partikulire Losung y,(t) durch Variationen der Konstanten

’I '7- Ft
) Machen Sie die Probe.

?Jp(t) = s (

> s § - ¢
Aan:,/d.(t') =C—.¢E’.t (4)+ C-Léc f ((;*_.,
%/%//
, det(y)~ 1
" tw-

i
e ﬂ.» e

( (:m)a::-, ) ()
o _'H_,>[< &Hii-JZte )“_ r

(e 2)R)e
&t (2 ¢ )[ C':tw L +(én) o

- -4 12 2]

ﬁt ("' f\‘“‘)( -;:t IS i (t:‘1->

i ¢ ) (%_t:;t) L (t-:m )

-t
= ¢ T ¢
3,72 1
- ¢ zt tt -3¢t 4 ‘.
T e 1t1+e - 2 Y

¢ ’E
= e ( % _,'z_t- (%2 )

16
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Prof. U. Semmelmann

6D. Bestimmen Sie die allgemeine Losung und die Lésung des Anfangswertproblems

- & -g\‘-if-t

=™ (-3 ea

g)*Céf%(:)+Cﬂgf(b;

)

Tt & 4 -
yawp(t) = g “Iit e,

Y

FAap
| S
ey | = (

-t

A (t) = e

(t) perets

in  C) berect ot

5
=k 1""-' > i ~" - |
T 2t Ym}’ ctl o

(-?{ tore v
LTt 22

Ly

to |
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Aufgabe 7. Charaktertest (2 + 2 + 3 = 7 Punkte)

Zu losen ist fiir u:R? — R: (z,y) = u(z,y) die partielle Differentialgleichung

20u+(u+y)Ou=1 fiir alle z,y € R,
w0l =2 fir y = 0 und alle z € R.
TA.
Geben Sie das charakteristische Differentialgleichungssystem zu u(z(s), y(s)) = z(s) an:
'(s) = BEREEDTE) TCO+ >CE) | (0) = g,
y'(s)= 2 y(0) =0,
2'ls) = @ 2(J4) I 2(0) = zy.
7B.

18

o |
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7C.
: -3
Bestimmen Sie die gesuchte Losung und machen Sie die Probe: u(z, y) = A s e >t
- -
Les) | =11C - §= 3 preg)
r
XC5) = Xpe + <
- Tscs) =
XCI) = %o et +('{/c1)7‘
s _ xcn)=(F o)t
e = o X er)
5
208D = Doy © = 4 Sesrt .
X~ u)t I
UC“,?') < c‘%)— T
.
Bl e R
Pro be
~1
aryu - - z 2
axu % |[=
-'r
~Zl s | $ ()it | Y
ZEIL v
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Diese Seite ist nur zufillig leer und muss es nicht bleiben.

20
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Klausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Aufgabe 1. Bitte fiillen Sie folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Matrikelnummer:

Vorname: Studiengang:

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten
e Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4 eigenhandgeschrieben

e Mobiltelefone und &dhnliche Gerite miissen wihrend der gesamten Klausur komplett
ausgeschaltet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.

e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zulissig.

e Nutzen Sie die Késten fiir Ihre Losungen. Bei karierten Kiisten sind Ergebnis und Re-

chenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

e Die Klausur enthélt zu viele Punkte fiir 120 Minuten. Die Notenskala beriicksichtigt dies.
Ihr Vorteil: Sammeln Sie Punkte; wihlen Sie zuniichst Fragen, die Thnen leicht fallen.

VIEL ErFoLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 7 Gesamt

Punkte A 12 /12 /14 Vil /13 /10 /74
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Niitzliche Werte

Tabelle der Exponentialfunktion e* = exp(z) = > 5, 2*/k! fiir ausgewihlte Werte von z:

z (0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0 1.1 1.2 1.3 14 15 16 1.7 1.8 1.9 2.0
e’ |1.11 1.22 1.35 1.49 1.65 1.82 2.01 2.23 2.46 2.72 3.00 3.32 3.67 4.06 4.48 4.95 5.47 6.05 6.69 7.39
e™"|.905 .819 .741 .670 .607 .549 .497 .449 .407 .368 .333 .301 .273 .247 .223 .202 .183 .165 .150 .135

Tabelle fiir das Integral [ o(t)dt iiber die Normalverteilung o(t) = \/% g /2

z+0.00 z+0.01 240.02 z+0.03 240.04 =z+0.05 z+0.06 z+0.07 z+0.08 z+0.09

z =0.0{0.00000 0.00399 0.00798 0.01197 0.01595 0.01994 0.02392 0.02790 0.03188 0.03586
0.1]0.03983 0.04380 0.04776 0.05172 0.05567 0.05962 0.06356 0.06749 0.07142 0.07535
0.210.07926 0.08317 0.08706 0.09095 0.09483 0.09871 0.10257 0.10642 0.11026 0.11409
0.3]0.11791 0.12172 0.12552 0.12930 0.13307 0.13683 0.14058 0.14431 0.14803 0.15173
0.410.15542 0.15910 0.16276 0.16640 0.17003 0.17364 0.17724 0.18082 0.18439 0.18793
0.5]0.19146 0.19497 0.19847 0.20194 0.20540 0.20884 0.21226 0.21566 0.21904 0.22240
0.6 ]0.22575 0.22907 0.23237 0.23565 0.23891 0.24215 0.24537 0.24857 0.25175 0.25490
0.710.25804 0.26115 0.26424 0.26730 0.27035 0.27337 0.27637 0.27935 0.28230 0.28524
0.8 0.28814 0.29103 0.29389 0.29673 0.29955 0.30234 0.30511 0.30785 0.31057 0.31327
0.9]0.31594 0.31859 0.32121 0.32381 0.32639 0.32894 0.33147 0.33398 0.33646 0.33891
1.0 10.34134 0.34375 0.34614 0.34849 0.35083 0.35314 0.35543 0.35769 0.35993 0.36214
1.1]0.36433 0.36650 0.36864 0.37076 0.37286 0.37493 0.37698 0.37900 0.38100 0.38298
1.2]10.38493 0.38686 0.38877 0.39065 0.39251 0.39435 0.39617 0.39796 0.39973 0.40147
1.310.40320 0.40490 0.40658 0.40824 0.40988 0.41149 0.41308 0.41466 0.41621 0.41774
1.410.41924 0.42073 0.42220 0.42364 0.42507 0.42647 0.42785 0.42922 0.43056 0.43189
1.5]0.43319 0.43448 0.43574 0.43699 0.43822 0.43943 0.44062 0.44179 0.44295 0.44408
1.6 | 0.44520 0.44630 0.44738 0.44845 0.44950 0.45053 0.45154 0.45254 0.45352 0.45449
1.710.45543 0.45637 0.45728 0.45818 0.45907 0.45994 0.46080 0.46164 0.46246 0.46327
1.810.46407 0.46485 0.46562 0.46638 0.46712 0.46784 0.46856 0.46926 0.46995 0.47062
1.9(0.47128 0.47193 0.47257 0.47320 0.47381 0.47441 0.47500 0.47558 0.47615 0.47670
201047725 0.47778 0.47831 0.47882 0.47932 0.47982 0.48030 0.48077 0.48124 0.48169
2.1]0.48214 0.48257 0.48300 0.48341 0.48382 0.48422 0.48461 0.48500 0.48537 0.48574
2.2 1048610 0.48645 0.48679 0.48713 0.48745 0.48778 0.48809 0.48840 0.48870 0.48899
2.310.48928 0.48956 0.48983 0.49010 0.49036 0.49061 0.49086 0.49111 0.49134 0.49158
2.410.49180 0.49202 0.49224 0.49245 0.49266 0.49286 0.49305 0.49324 0.49343 0.49361
251049379 0.49396 0.49413 0.49430 0.49446 0.49461 0.49477 0.49492 0.49506 0.49520
2.6 0.49534 0.49547 0.49560 0.49573 0.49585 0.49598 0.49609 0.49621 0.49632 0.49643
2.710.49653 0.49664 0.49674 0.49683 0.49693 0.49702 0.49711 0.49720 0.49728 0.49736
2.810.49744 0.49752 0.49760 0.49767 0.49774 0.49781 0.49788 0.49795 0.49801 0.49807
2.910.49813 0.49819 0.49825 0.49831 0.49836 0.49841 0.49846 0.49851 0.49856 0.49861
3.0 0.49865 0.49869 0.49874 0.49878 0.49882 0.49886 0.49889 0.49893 (.49896 0.49900

Ablesebeispiele: Fiir 2 = 1.23 gilt [ ¢(t) dt ~ 0.39065. Fiir 2 = 2.58 gilt [ ¢(t) dt ~ 0.49506.
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Diese Seite ist absichtlich leer und darf es auch bleiben.
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Aufgabe 2. Verstindnisfragen (2+2+2+2+2+2 = 12 Punkte)
Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie eine kurze aber iiberzeugende Begriindung

(durch Nennung eines Ergebnisses der Vorlesung oder eines geeigneten Gegenbeispiels).

2A. Auf dem R-Vektorraum V = { Flz) = ap +a5€® +a5e® 4-qye™® | ar € R } betrachten
wir die Ableitung 0:V — V': f — f’ als lineare Abbildung. Ist & diagonalisierbar?

Begriindete Antwort: !
: 2 . '
o, bergl des Rasis (7 €5, €7 ) Gid 0 dosqes bt
ek

2B. Auf dem R-Vektorraum W = Rz|<s = { f(z) = ap + @17 + 2% + azz® | ax € R }
betrachten wir die Ableitung 0: W — W : f > f’ als lineare Abbildung. Ist @ diagonalisierbar?

Begriindete Antwort:

L x1 x* x ,
Nedn, /{q.qféwéﬁcitﬁﬁ: Tl o7 = _‘;“ ~ 7 > ©, H{Ffo

00 Qg o

7 0 o
0= 5
Q0 =
000

2C. Gibt es eine Differentialgleichung y(z)" = a + by(z) + cy(z)? mit Konstanten a,b,c € R,
die keine Losung y: R — R erlaubt?

Begriindete Antwort:

Ja, Bp: >'=14> o A= ta ko) bt Pldate,

v |

v |



Prof. M. Eisermann Hohere Mathematik 3 (vertieft) 06. September 2018

2D. Hat jede partielle Differentialgleichung (ax+by) 0;u(z, y)+a d,u(x, y) = 0 mit Konstanten
a,b € R und Startwerten u(x,0) = sin(z) genau eine Lésung u:R? — R?

Begriindete Antwort:
NN, so gerpedlt PDGL  keon Cler ~oder vnterfesbivt setn
Ve XUz —femne quobice '(_gc._:‘ C Shesbertinmt )

S IKVEK Dy v =0 = pelitre Li‘-n?ge, (vn tesbpes tepm-t )

2E. Im Raum R® betrachten wir E = { (0,y,2) € R* | |y| > 1 }, eine Ebene mit Einzelspalt,
und ihr Komplement U = R*\ E. Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f:U — R3 ein Potential?

Begriindete Antwort:

ds. O st r(-t.snéi'mi% und Senit eda chC. 'ZVJQHhMLd-ﬂ_q....{

2F. Wir betrachten D = { (0,y,2) € R® | |y| < 1 oder |y| > 3 }, eine Ebene mit Doppelspalt,
und ihr Komplement V' = R*~ D. Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f:V — R3 ein Potential?

Begriindete Antwort:

Neie, TMenge ise nilg @ndvol zomnneldgend | Gegen (v, spred
£Ce, 72 =, x,00/(X+5)

0o |

1o |

|
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p—30 p—-20 p-o tt+o p+20 pSn

Aufgabe 3. Wahrscheinlichkeitsrechnung (4+3+3+2 = 12 Punkte)

3A. Bei einer Wahl mit 1 Million Stimmberechtigten stimmten 45% fiir Kandidat A, 35%. fiir

B und 20% fiir C. Nach der Wahl befragen Sie 2500 zufillig ausgewihlte Wiihleg. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit p liegt dabei die Anzahl derm%d G30einschlieBlich?

(Ergebnis wie iiblich in Prozent, gerundet auf den néchstgelegenen Prozentpunkt)

us | 35% |
N = 1060 eoe PCAY =Bt  P(R)=<«  Pce) =20 =t
A= tg06 k() =10Q000
Ff{«%o0 Qé' <$5730) —” HPpergeonet~ Wuﬂ:k |
E=ni =2om-% = 500 ;| OThtadr =20 , mu=5oo

Mibhesuny durch  pmslvorteilony s & = e aldla) =5 (-295) = -T2 =5 s¢
- b
! R=abti-«u) = 5% |
& {
P40 £x£5) -f L) gt *f Lu) 4t Eg 17528
() (-]

= 0,¢7%2 .2
O, a7 97T

e 013?90’6 |
&+ &8¢ - iy

3B. Cambridge Analytica platziert eine gezielte Werbung W fiir C-Wiihler in sozialen Medien;
dank Targeting erreicht die Werbung 10% der A-Wéhler, 30% der B-Wihler und wr C-
Wiihler. Mit welcher Wkt ¢ (in %) ist ein zufillig ausgewihlter Werbeempfinger ein C-Wihler?

%7 = 0,4c PCR) ~0,35 Plc) T o
Gz P(wlda) =o~7 Plwir) ~0,3 A Vc) =0, 3¢
P(hiC)- P(c)
PLefin) = Pee)
PLe) = POIIA)-P(A) v P(WIB)PCO) + P(ic) pec)
= 0,945 ¢ o,FTS + 0,8 ggg
&
meoproTroei Oz = 0,1 T
Oty | 1
P(C“"’) ; 'E:-q""’ 59

= SO
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3C. Zur Besetzung einer Juniorprofessur laden Sie fiinf Bewerber ein. Erfahrungsgeméis sagt je-

der dritte ab (zufillig, unabhéngig voneinander). Mit welcher Wkt erscheinen X = 0,1,2,3

Bewerber? (Antwort exakt als gekiirzter Bruch und gerundet auf den nichsten Prozentpunkt.)

1,6 $5a4% %,i 3,31 ke, 1‘9 Looniatvertsiung !
Anzahl £ = 0 1 2 3 4 5
kt P(X=k) = 1 10 | A | 42 = 32
oxa = 243 243 a7 |3 a4l 243
gerundet P(X=Fk) ~|  0.00 0.04 g | 0,12 2,77 0.13
016

3D. In einer Lostrommel liegen 10 Kugeln, davon 4 rote und 6 schwarze. Sie ziehen drei Kugeln
zuféillig ohne Zuriicklegen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit p ziehen Sie genau eine rote und

zwei schwarze Kugeln? (Ansatz als Formel und Ergebnis als gekiirzter Bruch.)

p= H#(R) =0

—
-

u

P(&) =0,6

//)'/?U‘?eoua—tr. Verges Lun?, _

10|
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Aufgabe 4. Differentialgleichungen (7+7 = 14 Punkte)
Zu l6sen ist fiir y: R — R die Differentialgleichung y + [1 — e "y] ' = 0 mit y(0) = —1.

4A. Ist diese Differentialgleichung exakt? Berech?::‘n Sie hg' rzu die Rotation des zugehorigen
Vektorfeldes (f, g) : R? — R2:

rot(f,g) = e'x/v =T # 0 - Dol nikt edaht - hteg)oeder

Fahéor 5k ni'{—r'j,

Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor A, der nur von x oder y abhingt:

-
| ’ | e -
L A v
Ak -+
-X
) - -x| 1
AN e " =e*. % 4

)«Cx) b i

<3 (M) = X+ C
New| | = Cel hi = Y -

Bestimmen Sie zum skalierten Vektorfeld A - (f, g) das Potential ®(z,y) mit ®(0, —1) = 0:

=T setx,; 3
Y gf‘“tééz e
x - 3 x
D(e,y)=| Ce > -FCOUG—> P, )= e r-F>2 2

Losen Sie damit die Differentialgleichung y + 1 —e” y y' = 0 zum Startwert y(0

&mwmﬂ

_g 2

y(x) =

(=g --l/e. 42
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4B. Zu losen ist fiir u:Rsog x R = R: (t,2) — u(t, 2) die partielle Differentialgleichung
Oyu(t, ) + cos(t) Qyu(t, x) = %\/f fiir alle £ > 0 und =z € R,

u(0,z) =" fir t = 0 und alle x € R.

Geben Sie das charakteristische Differentialgleichungssystem zu u(t(s), z(s)) = z(s) an:

#(s)= 1, £(0) = 0,

2'(s) = | coscecs?) , z(0) = o,

2s)=| 2y L 2(0) = e,

Bestimmen Sie damit die zugehorige Charakteristik s — (#(s), z(s), 2(s)):

3
t(s)=s, z(s)= SinCL) + X% , o z(s)= Tl ¥
Bestimmen Sie damit die gesuchte Lésung:

ks X% ~S7O%)
ut,z)=| + + @
Machen Sie schlieBSlich die Probe:
T X ~$rocE)
Ou(t, x) = ?.Lf % $ Coscere €
x =Sinit)
cos(t) dyu(t,z) = Cos(¢)e nee \/
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Aufgabe 5. Lineare Differentialgleichungssysteme (2+3+3+4 = 12 Punkte)

Zu losen ist y'(t) = Ay(t). Gegeben sind hierzu die Systemmatrix A und drei Vektoren:

0 0 -1 -1 ~1 =i —2

L % 1 32 . 0 1 —1+i
A= sowle u; = y U = y Uz =

0o 1 -1 -1 0 0 i

1 -3 3 3 0 1 0

5A. Einer der Vektoren u,, ug, uz ist ein Eigenvektor von A: Welcher und zu welchem Eigenwert?

-

Eigenvektor v; = |Ua = zum Eigenwert A\ = i

'
Jeli

Einer der Vektoren u,, uy, ug ist ein Hauptvektor zweiter Stufe von A zum Eigenwert Ay = \q =

1. Geben Sie die Hauptvektorkette vy — v3 — 0 aus Hauptvektor v, und Eigenvektor v an:

-2 ’
T+

w=vg= [ = w=|4- NV, =[]
(v} -7

¢~ Mz -“:(g?)

7

Bestimmen Sie v, € C* so, dass (vy, va, v3, v4) eine Basis aus Hauptvektorketten bildet:

]

< -z

. “T ~1*! ;
o ] o 1

= -1 i | 0 -
= 0 : L

LJ/.

5B. Bestimmen Sie die Losung y; : R — C* mit 3} (t) = Ay, (t) und y,(0) = v;:

~1
f -rt
yi(t) = c'tv.,= e (:

10

2|
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Bestimmen Sie die Losung y4: R — C* mit yj(t) = Ays(t) und 34(0) = vs.
i (-'m J ;
e ' ~MILidE M '
t) = Vv, +V e ( 1
ut) =| e (Vu+rtV) ! S € ;{)

Bestimmen Sie die Losung y: R — C* mit ¢'(t) = Ay(t) und y(0

"

)=() FVr Vaz i)

y(t)
P (&= >3()
Tt

L AGAR DA Ver)

s (Q..-t(\,.ﬁw,wwzzﬂ?@

eol:_;el't)/z; - I‘Sg\e{
3 -7

5C. Variation der Konstanten: Das inhomogene DGSystem y/(t)
mit y(0) = 0 besitzt eine Lésung der Form y,(t) = ¢(t)(cost, sint,

= Ay(t)+2t(cost,sint,0,sint)

0,sint). Berechnen Sie:

coft -Siat
LY £t
y(t)=| Clcer {7 e | o
§int cost
6 O -1 _— QOft -gt‘nt
Autii=] T % = 2 siag N Cost _
Yp(1) L B o e d e = C(t) = Ecrrwd
7+ -3 3 3 Sint cose
Einsetzen in unser inhomogenes DGSystem ergibt folgende Differentialgleichung fiir c:
oy i) o) o3
%‘PE% ¢'te) ("")mm( o ) > (Cg* )ccc) +2 e(j 0
pim cos Col e
lial
/ t s
et)=| o ¢

Die gesuchte Losung zum Anfangswert y(0) = 0 ist daher:

>0y = C(w) (Sm) -
t'L

=

e(t)

G EL—

11

Vi~ Vo
—

29

R4
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Aufgabe 6. Dreidimensionale Integrale und Integralsitze (2+4+3+4 = 13 Punkte)

Der Rotationskorper K C R® und das Vektorfeld f:R* — R® seien gegeben durch

5 2 < T x
2
R = y | € R? - und  fly | = Yy
B e 2
. 1 < z* 4+ y* < 4cosh(z) . o724 /4 .

Erinnerung: Es gilt und(sinh(z) = ) Yeol(R1=aw- g (€

6A. Skizzieren Sie den Schnitt von K mit der z-z-Ebeéne, also mit der Ebene y = 0:

| ' 2 ¥) E . i

2
i e N NN Ny e e A AN e i
g
b 5 A M s W i it i w8 8 S, ' H b
Parametrisieren Sie den Kérper K in Zylinderkoordinaten:
<
5 p P COS @ s st 1/;{7 SW)
_ _ : : -1<2<1 . S - v
y| =2 || =1psing mit =T ot & pCearisin) & qoerh(3)
% %

b2 |

& - LP5|2 CorcR)

6B. Berechnen Sie mit dieser Parametrisierung das Volumen volz(K) = 29 des Korpers K:

vol3(K) = Ufﬂd dpded¥
ol L /‘wslacz)

. c 3 A
= J J L dPdedt = { / %aeamu"-ngm
o - 0 -1
2.~ LB
= J J z-g(eun#e )—'{ Jed ®

Fetszede™ 2], ¢

e AN s A LAy
Q.-;'—_‘/e’t-;_—"e +1 ¢t g€ 7 Jd ¢

of

1]
a 3 A
5
bl
5
*
|

]
°
9
Pul
"
©
i
RN
®,
¢
o+
|
e,
ré
"
~
f-\
n
|
m
(5
b
o~
~
?
o~
£
s

12
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georw
do = (P fin %) ) ogceem ;B TS g TCarcT)

6C. Die Randfliche K besteht aus dem Boden B mit 2 = —1, dem Deckel D mit » = +1,
dem Mantel M und dem Zylinder Z. Berechnen Sie den Fluss von f aus K heraus durch D

Pcog ¢ o
Ip—f f(s)+dS = J (Pn‘nt elo ] pd(AE)
~ e \esp(rrd) -

2 rCof ) U/
J/ M%) -PdPdE J [wpep(rs )]y

2 i~y
= YCO (1) e ~ b 4
- L ze Te2e" dX

coscT )" ey

= ar (e -e

Folgern Sie den Fluss I des Vektorfeldes f aus K heraus durch den Boden B:

(_','l /%
Ing (SJ 1dSE < by dS = -'CrTE(Cim -¢ q} " (el olles
sEB JeD &M, WQQ!'O'VE- )

Cofy i
4:& - sm t)'of-*tf-'uc ;=7 &1 3

6D. Berechnen Sie den Fluss I 7 des Vektorfeldes f aus K heraus durch den Zylinder Z:

E.O;: < ~§ne) o O
RO Y ¢S W=

-5 ;
cor

00

3 -(eost  +8ineY) d(E ¢)

LN N B
*J, [_-_;H’ d¥3dt | =y

Folgern Sie den Fluss Ij; des Vektorfeldes f aus K heraus durch den Mantel M:

— . | .u - )

WW&W In f/a to +la = ({- * dg -Jd-‘v.fcv JdV

f‘l Voly(k) =2 (e-e ")

by |=|2E|(e™ e:.z“‘)

13
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Aufgabe 7. Fourier-Reihen (3+3+2+2 = 10 Punkte)

7TA. Die Rechteckfunktion 7: R — R sei 27 periodisch mit r(z) = 0 fir —7 < z < 0 und
r(x) = 1fiir 0 <z < . Skizzieren Sie f(z) = r(z) cos(z) und F(z) = [, f(t)dt auf [-12,12):

| N I U N A (O S A xS KA 8 I
5 ; 5 5 o —_
| f(@)
I U N 1 o P I
| (ONC L LTI PN
(- Fl \F i
i T \ I
N N T | S . R
NP NG - 5 .
' F(x)
NN AN N
\ \ Nl /T TN
- x
B N N N s A O A
1 f—————!—h————r— S S— | S BN S — 5 { .
| | | | | | |

Bestimmen Sie den Grenzwert der Fourier-Reihe (f,,)neny von f im Punkt z =

lithi. fnlm)= | o=

A

14
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7B. Berechnen Sie die Koeffizienten v, der komplexen Fourier-Reihe r(z) ~ 3, , yi e

7 ek K asn)
gf_' fir k = 0, %%@kﬂ(
S — (1) W —
. TL
i = % | = _7: - "-&";&.“ W \/ fiir & ungerade,
—1ATC-2
O fiir £ # 0 gerade.

Erinnerung: Dank der Euler-Formel e'* = cos(x) + isin(z) gilt

eiuv: = el el — e—ia:

eo(E) = 5 und sin(z) = T
1

Tupp: Das hilft beim Ausmultiplizieren von f(x) = r(z) cos(x).

7C. Folgern Sie die Koeffizienten ¢; der komplexen Fourier-Reihe

eix e e—i;r o
f(ﬁf) ~ T -+ chelkx 2
N >
3 ol

4 fiir k& gerade,

Cr =

’9 fiir £ ungerade.
14

\

7D. Folgern Sie die Koeffizienten C} der komplexen Fourier-Reihe

eiI“C_iI )
Flx) ~ — Cy e
() 1 +; k€

’

é fiir k gerade,
Cr = «

7 fiir & ungerade.

15

e

0o |
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Diese Seite ist absichtlich leer und darf es auch bleiben.
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Klausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Aufgabe 1. Bitte fiillen Sie folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Matrikelnummer:

Vorname: Studiengang:

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten
¢ Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4 eigenhandgeschrieben

e Mobiltelefone und #hnliche Gerite miissen wihrend der gesamten Klausur komplett
ausgeschaltet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.

e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zulissig.

e Nutzen Sie die Késten fiir Ihre Losungen. Bei karierten Kisten sind Ergebnis und Re-

chenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

 Die Klausur enthiilt zu viele Punkte fiir 120 Minuten. Die Notenskala beriicksichtigt dies.
Thr Vorteil: Sammeln Sie Punkte; wihlen Sie zunichst Fragen, die Thnen leicht fallen.

VIEL ErroLg!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 7 Gesamt

Punkte /1 /12 /11 /14 /12 /14 /10 /74

)
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Niitzliche Werte

Tabelle der Exponentialfunktion e* = exp(z) = Y "o, «*/k! fiir ausgewihlte Werte von z:

z (0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 0.9 1.0 11 1.2 1.3 14 15 16 1.7 1.8 1.9 2.0

e* |1.11 1.22 1.35 1.49 1.65 1.82 2.01 2.23 2.46(2.72/8.00 3.32 3.67 4.06 4.48 4.95 5.47 6.05 6.69(7.39
e~"|.905 .819 .741 .670 .607 .549 .497 .449 .407 .368 .333 .301 .273 .247 .223 .202 .183 .165 .150 .135

Tabelle fiir das Integral [ ¢(t) dt iiber die Normalverteilung ¢(t) = ﬁ e

z4+0.00 r+0.01 2+0.02 z+0.03 2+40.04 2z+0.05 z+0.06 2+0.07 z+0.08 x+0.09

x = 0.0]0.00000 0.00399 0.00798 0.01197 0.01595 0.01994 0.02392 0.02790 0.03188 0.03586
0.1]0.03983 0.04380 0.04776 0.05172 0.05567 0.05962 0.06356 0.06749 0.07142 0.07535
0.210.07926 0.08317 0.08706 0.09095 0.09483 0.09871 0.10257 0.10642 0.11026 0.11409
0.3]0.11791 0.12172 0.12552 0.12930 0.13307 0.13683 0.14058 0.14431 0.14803 0.15173
0.410.15542 0.15910 0.16276 0.16640 0.17003 0.17364 0.17724 0.18082 0.18439 0.18793
0.5]0.19146 0.19497 0.19847 0.20194 0.20540 0.20884 0.21226 0.21566 0.21904 0.22240
0.6 [ 0.22575 0.22907 0.23237 0.23565 0.23891 0.24215 0.24537 0.24857 0.25175 0.25490
0.710.25804 0.26115 0.26424 0.26730 0.27035 0.27337 0.27637 0.27935 0.28230 0.28524
0.810.28814 0.29103 0.29389 0.29673 0.29955 0.30234 0.30511 0.30785 0.31057 0.31327
0.9(0.31594 0.31859 0.32121 0.32381 0.32639 0.32894 0.33147 0.33398 0.33646 0.33891
1.0]0.34134 0.34375 0.34614 0.34849 0.35083 0.35314 0.35543 0.35769 0.35993 0.36214
1.1[0.36433 0.36650 0.36864 0.37076 0.37286 0.37493 0.37698 0.37900 0.38100 0.38298
1.20.38493 0.38686 0.38877 0.39065 0.39251 0.39435 0.39617 0.39796 0.39973 0.40147
1.3]0.40320 0.40490 0.40658 0.40824 0.40988 0.41149 0.41308 0.41466 0.41621 0.41774
1.410.41924 0.42073 0.42220 0.42364 0.42507 0.42647 0.42785 0.42922 0.43056 0.43189
1.510.43319 0.43448 0.43574 0.43699 0.43822 0.43943 0.44062 0.44179 0.44295 0.44408
1.6 | 0.44520 0.44630 0.44738 0.44845 0.44950 0.45053 0.45154 0.45254 0.45352 0.45449
1.7 0.45543 0.45637 0.45728 0.45818 0.45907 0.45994 0.46080 0.46164 0.46246 0.46327
1.8 0.46407 0.46485 0.46562 0.46638 0.46712 0.46784 0.46856 0.46926 0.46995 0.47062
1.910.47128 0.47193 0.47257 0.47320 0.47381 0.47441 0.47500 0.47558 0.47615 0.47670
2.010.47725 0.47778 0.47831 0.47882 0.47932 0.47982 0.48030 0.48077 0.48124 0.48169
2.110.48214 0.48257 0.48300 0.48341 0.48382 0.48422 0.48461 0.48500 0.48537 0.48574
2.210.48610 0.48645 0.48679 0.48713 0.48745 0.48778 0.48809 0.48340 0.48870 0.48899
2.310.48928 0.48956 0.48983 0.49010 0.49036 0.49061 0.49086 0.49111 0.49134 0.49158
2.410.49180 0.49202 0.49224 0.49245 0.49266 0.49286 0.49305 0.49324 0.49343 0.49361
2.510.49379 0.49396 0.49413 0.49430 0.49446 0.49461 0.49477 0.49492 0.49506 0.49520
2.6 10.49534 0.49547 0.49560 0.49573 0.49585 0.49598 0.49609 0.49621 0.49632 0.49643
2.710.49653 0.49664 0.49674 0.49683 0.49693 0.49702 0.49711 0.49720 0.49728 0.49736
2.8 10.49744 0.49752 0.49760 0.49767 0.49774 0.49781 0.49788 0.49795 0.49801 0.49807
2.910.49813 0.49819 0.49825 0.49831 0.49836 0.49841 0.49846 0.49851 0.49856 0.49861
3.0 0.49865 0.49869 0.49874 0.49878 0.49882 0.49886 0.49889 0.49893 0.49896 0.49900

Ablesebeispiele: Fiir x = 1.23 gilt f; () dt = 0.39065. Fiir x = 2.58 gilt fow o(t)dt = 0.49506.
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Diese Seite ist absichtlich leer und darf es auch bleiben.
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Aufgabe 2. Verstindnisfragen (2+2+2+2+2+2 = 12 Punkte)

Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie eine kurze aber iiberzeugende Begriindung
(durch Nennung eines Ergebnisses der Vorlesung oder eines geeigneten Gegenbeispiels).

2A. Auf dem Dreieck D = { (z,y) € R? | 0 < 2y <z <2} sel f: D — R messbar und

beschrinkt, also |f| < M < oc. Gilt dann f fJ f(z,y)dydz = Jy—O fzgyf(m,y)dsc dy?

Begriindete Antwort:

aqf deon st Ghrole ¢ mbxgritsbar —> Fubin) Qacends v

l\L|

2B. Ist ) ;- 27% ¢'** die Fourier-Reihe einer C>—glatten 27 periodischen Funktion f:R — C?

Begriindete Antwort:

o e
Th:' 2' = Z-b._-o (’2_. ) "‘ Q_," “(C*" %
Kt L7 - Pertodsinen, vy Cw—a(aﬁ:‘

rf—k

v |

2C. Gibt es Differentialgleichungen y'(x) = f(y(z)) mit stetiger rechter Seite f:R — R, sodass
sich manche Losungen u,v:R — R {iberkreuzen, genauer u(—1) < v(—1) und u(1) > v(1)?

Begriindete Antwort:

da, 2.8 ' = 2 b by s B ols reabe s feite
3

f‘ld’ Gete L8SviIge, (ULk) = L. vnd ~cX) =0
q & ¥
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2D. Ist der Fixpunkt (0,0) des Differentialgleichungssystems & = 2x + y, 7 = y* + 3z stabil?

Begriindete Antwort:
Zz =1
dscobi- Notrie 2 | o, deA 4 = -3 co
2o e
(1_)1:)\)19 o ;¢>?~_? + 2 f—%z -y (.HLE-Z_L
2 (1)
=P .’ﬂ.ﬁ't‘?’é"(d'é‘at 5 R
‘?,'z - 2‘ e
negaer €yauewrt

2E. Im Raum R? betrachten wir den Rotationskorper &

U={(z,y,2) e R*| 22 <22+ y>— 1} wie rechts skizziert.
Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f:U — R? ein Potential?

Begriindete Antwort:

Mein, dean U it niett einface 2usammenhanges ¥

2F. Sei V = { (z,y,2) € R® | 22 + y*> < 22 + 1 } das Komplement von U.
Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f:1 — R? ein Potential?

Begrindete Antwort:

;]qf deon VM efnfges 2ur rimenldngend (und péem #a'm;%,>

i\LI

b |
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p=3c - "0 H—g R fiteo p+20 p+3a

Aufgabe 3. Wahrscheinlichkeitsrechnung (4+3+4 = 11 Punkte)

3A. Die deutschen Euromiinzen werden gepriigt in A =Berlin (20%), D = Miinchen (20%),
£ o i, w1

F = Stuttgart (25%), G=Karlsruhe (15%) und_J = Hamburg (20%). Sie wihlen zufallig_1200

deutsche Emomunzen Mit welcher Wahrscheinlichkeit p kommen hochstens 315 aus Stuttgaltf‘

(Ergebnis wie {iblich in Prozent gerundet auf den nichstgelegenen Prozentpunkt)

ﬂ:ho_n.‘é-*vo&q‘turr& % 100 =N 3 & = 2% . /a:- 300 5 e = -—v/?.‘l-f =70
P(h€375) |
Andlrung Cées Moo lveterlng.,

e g i 75,%
J B €(¢t)at ’_-_E-'-‘jo'ecf)¢f b B':?((,-r%-‘/&)::;
"'7? o;c
ST 7,037
P €I78) = 0.5 10,2784y

"

& ,P¢ 7

3B. Sie suchen einem Prégefehler, der insgesamt mit Wkt 1/1000 = 0.1% auftritt. Sie wéihlen
zuféllig 2000 Miinzen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ¢ finden Sie_hochstens 2 fehlerhafte?
(Ergebnis wie iiblich in Prozent, gerundet auf den néichstgelegenen Prozentpunkt)

Br'nOH:‘Mvotﬂn'bvn& Chaoq&‘ﬁ't ches 'Ph?rahvm'fv%\
E =) [=x|Z

PChA®r) = Pll=0) £PL=7)+PCh)

2
-2 2= -

= e
“_ﬂe’ 4'-1 e+ 2

i1}

8‘-‘L('1' +L+2)

1

= 0,725:% | = 0,6 *+§

e
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Prof. M. Eisermann

3C. Zur Qualititskontrolle sortiert eine Maschine gebrauchte Miinzen in fiinf Kisten. Miinzen
aus Stuttgart landen mit 80% Wkt in Kiste K4, andere Miinzen landen mit 20% Wkt in Kiste

K. Mit welcher Wahrscheinlichkeit (in %) landet eine zufillige Miinze in Kiste K3?

PCF) (=/0,2F P(2) = 0F§
P(K1lF) >0, 8@ P(ha/2) =0,2
PR 2 1> PeF ¥ EPLetvs) Tobate tLE :
- Ut -
- =
P(ka) = PU3IF)P(F) + P(LgJ’) Pc2)
= 0,9.0n¢ + 0, -o,%¢ = 6,2 + 0,75
= O01%

Sie entnehmen zuféllig eine Miinze aus der Kiste K3. Mit welcher Wahrscheinlichkeit (in %)

wurde sie in Stuttgart gepriagt?

PLa1IF) PCR) ©.2-015

P(Flkz) = AChn) 0.3¢

T
x 0%F

Ve

-
-

I\;|

o
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Aufgabe 4. Differentialgleichungen (4+3+7 = 14 Punkte)

4A. Zu losen ist die lineare Differentialgleichung y"(¢) + 4y/(¢) + =

Bestimmen Sie das zugehorige charakteristische Polynom p und seine Faktorisierung iiber C:

gt /el lgqs
Z

plx)=| xT+ax+5 =0 = (rv2-i (X e+

— =

3 ot e
3

'r‘nt e B '
Ke T o2-4
Folgern Sie die allgemeine komplexe Losung y: R — C unserer Differentialgleichung:
(et =i b
yit)=| C+@ tCa e , Cra e C
Folgern Sie die allgemeine reelle Losung y: R — R unserer Differentialgleichung:
-2 -z
y(t)=| Cre <oILE) + Cr€ gsiack) , Cq,C2 ER
4B. Bestimmen Sie eine Partikuldrlosung y: R — C von y"(t) + 49/(t) + 5y(t) = €.
e c
el =| = M-
Bestimmen Sie eine Partikulirlésung y: R — C von y” () + 4y/(t) + 5y(t) = e 72+,
-r 3 -
e t (-t FiE H Mg
y(t) = e & =z, ¢ - e
—qrri ¢ J ..

Bestimmen Sie eine Partikulirlésung y: R — R von y"(t) + 4y/(t) + 5y(t) = e 2 cos(t).= Re( e

: -1%l) -1 -t | : _
= Re (-%cc b 'b)‘* zte Sin(e) - e o

y(t) = %{W?M = {ﬁcﬂt.ﬁ‘n(t)

(-2 fl‘) t

A
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4C. Zu lésen ist fiir u:Ryo x R = R: (t,2) = u(t, z) die partielle Differentialgleichung

du(t, z) + 2t Opu(t, x) = —u(t, x) fiir alle t > 0 und z € R,
u(0, x) = cos(z) fir t = 0 und alle z € R.

Geben Sie das charakteristische Differentialgleichungssystem zu u(t(s), z(s)) = z(s) an:

t'(s)= 1, t(0) = 0,
2'(s) = 2 £CS5) : z(0) = g,
Z'(s) = = (%) s 2(0) = cos(zy).

Bestimmen Sie damit die zugehorige Charakteristik s — (£(s), 2(s), z(s)):

t(s)=s, z(s)=KeS - z e | z(s):C"'e-r"> COfC ko)€@

Y

Bestimmen Sie damit die gesuchte Lésung: §= ¢ ;X =Xo 4 £ - Xo = Xx-¢%

B GBI TR 262> Sedass AKX Gr TR
ol BOUEF P
u(t,z) = | CoS (xX-t%) e

Machen Sie schlieflich die Probe:

du(t,z) =  tcoscx-t?)e " grresina-tt) et

-t
T € (Cos Lr—¢T) $ok SinCx- )

2t u(t,z) = |[2&(~5in Ur-(-‘t)e-t) = =2L st -\—-—t“‘)cbt : \/

9



Prof. M. Eisermann Héhere Mathematik 3 (vertieft) 28. Februar 2018

Aufgabe 5. Lineare Differentialgleichungssysteme (2+4+2+4 = 12 Punkte)

Zu 16sen ist y'(t) = Ay(t). Gegeben sind hierzu die Systemmatrix A und drei Vektoren:

0 -3 2 5 0 0 1 4

A = S sowie u; = ! Uy = . . U= 4 y f’j— "
1 3 -1 -2 0 2 ) 0
3 9 —6 -8 1 0 = “*

5A. Einer der Vektoren u), uy, ug ist ein Eigenvektor von A: Welcher und zu welchem Eigenwert?

.4

-t
Eigenvektor v, = 5 =y (Srehe Glw) zum Eigenwert A} =| ~2

-7

5B. Die drei verbleibenden Eigenwerte A, A3, Ay von A sind gleich, berechnen Sie diese:

]
do=X3=N\ = =F SPcA) =T XN = 9= sxrxex -2
="

Einer der Vektoren w;,us, us ist ein Hauptvektor zweiter Stufe von A. Geben Sie die Haupt-

vektorkette vs = vo = 0 aus Hauptvektor v3 und Eigenvektor v an:

U3 = |(Jg= (

fo0d4 o
1

g
Ug = (/4";-1) - (f;
(9]

Bestimmen Sie vy € R? so, dass (v, ve, v3,v4) eine Basis aus Hauptvektorketten bildet:

Uy = (o)

10

I\J‘|
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5C. Bestimmen Sie die Lésung y; : R — R* mit 3, (t) = Ay, (t) und y,(0) = v,.

G oLt 2 (ke a0y = (-7 0 57)T

-1 = %
n(t) =|Cae ¢ ('o" ) — e zt(};’)

-7 by ]

Bestimmen Sie die Losung y3: R — R* mit y4(¢) = Ays(t) und y3(0) = vs.

PO 1 4

5D. Variation der Konstanten: Das inhomogene DGSystem 1/(t) = Ay(t) — te*/2=2ty, mit

y(0) = 0 besitzt eine Losung der Form y,(¢) = ¢(t) e *u3. Berechnen Sie:
\

b

L/(H"’ _’?1‘ ;r gon)?
yp(t) =
Ayp(t) —

Einsetzen in unser inhomogenes DGSystem ergibt folgende Differentialgleichung fiir ¢:

d(t) =

Die gesuchte Losung zum Anfangswert y(0) = 0 ist daher:

e(t) =

11

I\L‘
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Aufgabe 6. Dreidimensionale Integrale und Integralsitze (3+3+5+3 = 1/ Punkte)
Der Rotationskorper K C R? und das Vektorfeld f:R? — R® seien gegeben durch

i i —y
K= y| eR® | 4— 22 —y? <2 <3\/d— 2% — 2 und fly| = i
z 2 e e

Parametrisieren Sie den Korper K in Zylinderkoordinaten:

x p pCosp 0<p<2r, 0<p< (4 ’
yl=@|¢| =|psing mit
z 2 z b~ 3/01 S j-/c:-;“'f’

6B. Berechnen Sie mit dieser Parametrisierung das Volumen vol;(K') = 25 des Korpers K:

voly(K) = d € | ; ot
ol (K) /f//ja/dup fieke R
¥ AR
. f / oo EpP W pl €
= 0
(17‘7‘} T 2y "I‘wﬂ' ‘ o
= -l Cf (4-x") it~ 1]9 £
1T 4~

-
= ], Feeteeord

T G LT

12
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6C. Die Randfliche 0K besteht aus dem Boden __B_ mit 2 = 4 — x? — y? und dem Decke]l D mit

z2=3y/4—12%— 3;2 Wir parametrisieren B in Zylinderkoordinaten: 2 ™~
e ot
. —psi L
0 peosy 00y 0y [ O°F ” e fha
by = | psiny |, +§5— X W = |sing | X | pcosg | = 5
¥ 4—p? ~2p 0 P (corkesine™)
.
GOt -e 1l il
Sint L cos @

Berechnen Sie mit ®5 den Fluss des Vektorfeldes f durch B:

fB'f(s)-dS= }I(cb). 0 deer) =j'7?rah€-2fzcos<+ﬂcnu-?,f’rhe+
| ., v e (A7) f dPd e

'?.;f i 2
Y1 ' | el
= - . - L . . .r“ b4
jo 5. V4 S//r(cost 1 P2 ;'tésf + L€ dPLL
1z i |
= e T ax

> -z e

> E’C-—r-c’qj

Folgern Sie den Fluss des Vektorfeldes f aus dem Korper K durch den Deckel D nach oben:

. — ‘ [ ] - - .-Q
/SeDf(S) ds J;(d..vﬁcvwfses fesreds X(-r=&" ")

, E—— |

040 +0

6D. Berechnen Sie den Fluss von g = rot(f) durch B nach oben als geeignetes Wegintegral:

[_SEBQ(S)'dS:JaICS)-JF Jéo‘,ef | a:ro&(.:-%

ik

i <25t = LyRa sl
= | L eosie eX e
‘
0 2
i |
5 2o e

"

T €<

P

-:2%—

13
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Prof. M. Eisermann

Aufgabe 7. Fourier—Rethen (2+4+2+2 = 10 Punkte)
= &

Die Funktion f:R — R sei 2zr—periodisch mit f(z) = e” fiir
7A. Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Intervall [-12,12]

4 i — & t+

v |
| Y !

=Y, ce* von fim Punkt z = 7

r)= k=—n

Bestimmen Sie den Grenzwert der Fourier-Reihe f,, ()

% e Pirfoulel -

L4
lim f(7) = E.-?'-:-?—— i berivm

ZLGZ Ck e

7B. Bestimmen Sie die Koeffizienten ¢, der komplexen Fou11e1 Relhe flx

_-:r__f*t -kt €
ey e e gt

Cp =
A
o 2 (-1 t-1)
Y Y L
~ic
-
s i o § CCriken) o Mo ep '1+rk( T (7 ~ik) - (Tt
> T C-:uw _J,,x Zuw t«.‘-m =

L -7 "Hﬂ( ~rc
s ow o (e )(--1)

b |

14
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Bestimmen Sie die Koeffizienten der Fourier-Reihe f(x)

@4 30 agcos(kx) + by sin(kz):

(A
z f_n_ sin(Wret de

q = b
5 . s DB
[
U ra e Qe - T ik h, © -;r (=1 ’Ee‘
" (l+k2)[e 7], b=|(Ca- )'2' '7' TH> e R 27!’(-1+A‘)( /
; -;z (=1 (rie) (1) -x C“’ T2k}
- ( T(TeRY)  “2rmeTsnt) =(e<e 'Ut C""f'(.‘?
7C. Bestimmen Sie dulch Auswertung der Fourier Reihe von f an der Stelle x = 7 den exakten
Wert der Reihe 3 | m =3+ 3+ 55+ 5 + %+ +-- € [1.0, 1.1].
T -~
~e o (-‘f) "75
' E.e™ i1 (--1)“
el i v e e
= T CT )
E i - =
L E"—SRJ- e’r—e'c ® -y __»1 en.felc
r 2 e -7 T+LT = Tl
| o,
—72-—.:0:;—3_3;?.‘ = € (e-e}/.a_
2 C_e. <)
iz ~IiT
. BameEa =T 3
= et z
2

7D. Bestimmen Sie die komplexe Fourier-Reihe f'(x)

=1 —r+ih

i Zkez i €F% der Ableitung f’ von f

7L=C,k

=7 4R

IA (‘-é' wd C-/L“/?r__{ ,aue otclt | Iy _(fwnng&;
<% L et [E€] hagen o€ C?Leqba-e o vter - Re, i

27T

’r) (-1)¢

15
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Diese Seite ist absichtlich leer und darf es auch bleiben.
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Aufgabe 1 (4 + 4 + 4 + 4 Punkte).

Ldsen Sie die folgenden kurzen Aufgaben.

i) Wo ist etwas passiert? Wer meldet? Was ist passiert? ... Die Wahrscheinlich-
keit eines Feuers in der Uni ist gering, sagen wir 0.1% jeden Tag. Im Brandfall wird
mit 98%iger Sicherheit Alarm ausgeldst. Leider gibt es an 0.5% aller feuerfreien Ta-
ge Fehlalarm. Mit welcher Wahrscheinlichkeit a geht der Feueralarm los? Mit welcher
Wahrscheinlichkeit b brennt es, wenn Sie den Alarm horen?

Atomkraft? Ja bitte! Die Lebensdauer eines radioaktiven Teilchen geniige einer Fr-

ponentialverteilung mit Dichte e . Die Halbwertszeit sei 15 Jahre. Bestimmen Sie den

Parameter A. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist das Teilchen nach 30 Jahren zerfallen?
P—

/) Integrationsbemiihung Wir betrachten folgende Differentialgleichung:
y°(32° —y) = —2ay
Priifen Sie, ob diese exakt ist. Falls nicht, finden Sie einen integrierenden Faktor v(y).
@Am Anfang war das Problem Ldsen Sie das folgende Anfangswertproblem:

1) =1.
ST y(1)

y

Kdnnen Sie sich noch daran erinnern, dass so eine dhnliche Differentialgleichung in der
Vorlesung behandelt wurde?

Aufgabe 2. Kriegen Sie die Kurve! [3 + 5 + 4 Punkte]

Wir betrachten die partielle Differentialgleichung
Yyoru — (x + 2y)dyu + d,u =0
— e —— —
}aj/ Wie lautet das Gleichungssystem der Charakteristiken?
Bestimmen Sie die charakteristische Kurve c(t) zum Anfangswert ¢(0) = (z0, 0, 0).

Finden Sie die Lisung u der partiellen Differentialgleichung welche u(z,y,0) = = + y
erfillt.

Aufgabe 3. Zu welchem Flufl kommen Sie?/2 + 3 + 4 + 4 + 3 Punkte]

Wir betrachten die Flichenparametrisierung

r cos(p)
F(r,p):= [ rsin(p)
1 —1r2
mit r € [0,1] und ¢ € [0, 2n].
(fﬁ Skizzieren Sie die durch F' parametrisierte Fliche und deren Rand.

/b)/ Berechnen Sie den Normalenvektor Np. Zeigt dieser nach innen oder nach auflen?
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‘gj/JB’erecfmen Sie das Flufintegral des Vektorfeldes

z
Y g 0
4(2? + y?)

durch die von F parametrisierte Fldche nach Aufen.
/dj/ Berechnen Sie das Arbeitsintegral des Vektorfeldes

X = x y?
iy
lings der Kreislinie v(p) := (cos(p),sin(p),0) mit ¢ € [0, 27].
ﬂBerec}men Sie die Rotation und vergleichen Sie diese mit Y. Interpretieren Sie
so die Ergebnisse aus c) und d) mit Hilfe des Satzes von Stokes. (Alternativ, falls Sie

Aufgabenteil d) nicht losen konnten, berechnen Sie das gesuchte Arbeitsintegral direkt
mit Hilfe des Satzes von Stokes und Teil ¢).)

Aufgabe 4. Ich wiinsche mir eine Welt ohne Ableitungen/12 Punkte/

Lésen Sie die gewdhnliche Differentialgleichung

/ y”—3y’+2y:e2t

mit der Anfangsbedingung y(0) = 1, y'(0) = —2 mit Hilfe der Laplace- Transformation. Ver-
gessen Sie die Probe nicht!

Aufgabe 5. Sprunghafte Entwicklung/2 + 5 + 3 Punkte/

Es ist die 2w-periodische @ferade) Funktion f mit

Sommebriges 1 zel0,1]
LY )/—/%ng_f(T) = 1

® & (T.)
gegeben.
) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—2m, 2m).
}y‘/Bestz’mmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.
_c " Werten Sie die Fourier-Reihe von f bei zo = 0 aus und bestimmen Sie so den Grenzwert
der Reihe
h i1

b

Aufgabe 6. Nicht auf den Kopf gefallen/3 + 3 + / Punkte]

Eine gezinkte Miinze zeigt mit 80% Wahrscheinlichkeit Kopf. Die Miinze wird 400 mal ge-
worfen.
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a) Wie groff sind Erwartungswert E(X), Varianz V(X) und Streuung o(X) der Anzahl X
der Wiirfe welche Kopf zeigen?

Wir approzimieren im Folgenden durch eine geeignete Normalverteilung. (Eine Tabelle Sfiir
die Standard-Normalverteilung finden Sie unten.)

b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens 312 und héichstens 324 mal
Kopf fllt (gerundet auf ein ganzes Prozent) ¢

c) Sie wetten darauf, dass die Miinze mindestens k mal Kopf zeigt und wollen ihre Wette
mit mindestens 99.8% Wahrscheinlichkeit gewinnen. Was ist der mazimale Wert fiir k,
den Sie wihlen kinnen?

Tabelle fiir das Integral for ¢0.1(t)dt iiber die Standardnormalverteilung ¢ (t) = ﬁe*g/ 2.

X 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.00000 0.00399 0.00798 0.01197 0.01595 0.01994 0.02392 0.02790 0.03188 0.03586
0.1 | 0.03983 0.04380 0.04776 0.05172 0.05567 0.05962 0.06356 0.06749 0.07142 0.07535
0.2 1 0.07926 0.08317 0.08706 0.09095 0.09483 0.09871 0.10257 0.10642 0.11026 0.11409
0.3 | 0.11791 0.12172 0.12552 0.12930 0.13307 0.13683 0.14058 0.14431 0.14803 0.15173
0.4 | 0.15542 0.15910 0.16276 0.16640 0.17003 0.17364 0.17724 0.18082 0.18439 0.18793
0.5 0.19146 0.19497 0.19847 0.20194 0.20540 0.20884 0.21226 0.21566 0.21904 0.22240
0.6 | 0.22575 0.22907 0.23237 0.23565 0.23891 0.24215 0.24537 0.24857 0.25175 0.25490
0.7 ] 0.25804 0.26115 0.26424 0.26730 0.27035 0.27337 0.27637 0.27935 0.28230 0.28524
0.8 | 0.28814 0.29103 0.29389 0.29673 0.29955 0.30234 0.30511 0.30785 0.31057 0.31327
0.9 | 0.31594 0.31859 0.32121 0.32381 0.32639 0.32894 0.33147 0.33398 0.33646 0.33891
1.0 | 0.34134 0.34375 0.34614 0.34849 0.35083 0.35314 0.35543 0.35769 0.35993 0.36214
1.1 1 0.36433 0.36650 0.36864 0.37076 0.37286 0.37493 0.37698 0.37900 0.38100 0.38298
1.2 1 0.38493 0.38686 0.38877 0.39065 0.39251 0.39435 0.39617 0.39796 0.39973 0.40147
1.3 | 0.40320 0.40490 0.40658 0.40824 0.40988 0.41149 0.41308 0.41466 0.41621 0.41774
1.4 10.41924 042073 0.42220 0.42364 0.42507 0.42647 0.42785 0.42922 0.43056 0.43189
1.5 | 043319 0.43448 0.43574 0.43699 0.43822 0.43943 0.44062 0.44179 0.44295 0.44408
1.6 | 0.44520 0.44630 0.44738 0.44845 0.44950 0.45053 0.45154 0.45254 0.45352 0.45449
1.7 1 0.45543 0.45637 0.45728 0.45818 0.45907 0.45994 0.46080 0.46164 0.46246 0.46327
1.8 | 0.46407 0.46485 0.46562 0.46638 0.46712 0.46784 0.46856 0.46926 0.46995 0.47062
1.9 1047128 0.47193 0.47257 0.47320 0.47381 0.47441 0.47500 0.47558 0.47615 0.47670
2.0 | 047725 0.47778 0.47831 0.47882 0.47932 0.47982 0.48030 0.48077 0.48124 0.48169
2.1 |0.48214 0.48257 0.48300 0.48341 0.48382 0.48422 0.48461 0.48500 0.48537 0.48574
2.2 | 0.48610 0.48645 0.48679 0.48713 0.48745 0.48778 0.48809 0.48840 0.48870 0.48899
2.3 | 0.48928 0.48956 0.48983 0.49010 0.49036 0.49061 0.49086 0.49111 0.49134 0.49158
2.4 1049180 0.49202 0.49224 0.49245 0.49266 0.49286 0.49305 0.49324 0.49343 0.49361
2.5 0.49379  0.49396 0.49413 0.49430 0.49446 0.49461 0.49477 0.49492 0.49506 0.49520
2.6 | 0.49534 0.49547 0.49560 0.49573 0.49585 0.49598 0.49609 0.49621 0.49632 0.49643
2.7 1 0.49653 0.49664 0.49674 0.49683 0.49693 0.49702 0.49711 0.49720 0.49728 0.49736
2.8 |1 0.49744 0.49752 0.49760 0.49767 0.49774 0.49781 0.49788 0.49795 0.49801 0.49807
2.9 | 0.49813 0.49819 0.49825 0.49831 0.49836 0.49841 0.49846 0.49851 0.49856 0.49861
3.0 | 0.49865 0.49869 0.49874 0.49878 0.49882 0.49886 0.49889 0.49893 0.49896 0.49900
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Aufgabe 1 (2 + 2 4 2 + 4 + 2 Punkte).

Lasen Sie die folgenden kurzen Aufgaben.

ﬂﬂ/ Pammetrise?"en Sie den Ellipsoiden
K={(x,y,2) eR*|2® + 49 + 92° = 1}.

Ersetzen Sie hierfiir die Platzhalter 7 und * sinnvoll.

z(p, 0) cos() cos(h)
3(p,0)= | y(@.8) | = 2 sin(p)cos(®)
(0, 0) *

/{) Lasen Sie fiir u(z,y) = y* + cos(z) das Anfangswertproblem y(0) = 1 mit

@ +%—U
Ay dxr

/ Sie werfen einunddreiffig mal mit einer fairen Miinze. Wie hoch ist die Wahrscheinlich-
keit fiir hdchstens finfzehn mal Kopf?

Ad( Lésen Sie das folgende Anfangswertproblem:

y'= = cos(z), y(0)=1.

Bestimmen Sie das Gleichungssystem der Charakteristiken (x(t),y(t)) der partiellen
Differentialgleichung
du Lot ou 0
Yor T By

Aufggbe 2 (10 Punkte).

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der folgenden Differentialgleichung:

y®— y0— 2y = 2z + .

Aufgadse 3 (9 Punkte).

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

-1 0 0
y’=16 5 —6|uy.
3 3 —4

Bestimmen Sie die Lisung des Differentialgleichungssystems zur Anfangsbedingung

v=y(0) = (1,0,0)"
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Aufgabe 4711 Punkte).

Es ist die 2m-periodische Funktion f mit

f(a:)-{sm(m)“l’ rermY it f+en = @)

|1 +sin(z), ze[0,7)
gegeben.
,JSkizzsier‘en Sie [ auf dem Intervall [—2m,2m).
l?j/ Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.
MBestimmen Sie fiir alle x € R den Grenzwert der Fourierreihe.
Aufgabe 5. Wir betrachten den Kérper
K:={(z,y,2) e R3|z*+ 4? <8-230< 2 < 2}
Der Rand OK besteht aus dem Boden
B = {(z,y,2) € K|z =0}

und dem Mantel
M := {(2,y,2) € K|a® + ¢* = 8 — 2°} kel
Weiter sei f das Vektorfeld

—rz
f(m:yaz) = yz . OfVc\") = o)
5122 + vy
}d/ Skizieren Sie den Kérper K und seine Randkomponenten B und M. ""

/bj/l;ammetr"isieren Sie den Mantel M mit Hilfe von Zylinderkoordinaten.

@ Berechnen Sie den Fluss von f durch den Boden B nach Aufen.
,a‘)/ Berechnen Sie die Divergenz von f.

Schlieﬁen Sie ohne erneute Rechnung auf den Fluss von f durch den Mantel M nach
Augen.

n“’
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Aufgabe 6 (12 Punkte).

Auf einer Oberfliche befindet sich eine grofe Bakterienpopulation. Die einzelnen Bakteri-
en sind zufillig und unabhingig von einander auf der Fliche verteilt. Wir gehen davon
aus, dass die Anzahl der Bakterien, die Sie mit dem Mikroskop auf einem geniigend klei-
nen Flichenausschnitt beobachten, Qoissonverteill, ist. Im Durchschnitt sehen Sie auf einer
Fliche von einem Quadratmillimeter zwei Bakterien.

«] Bestimmen Sie die Parameter p1 und po der Poissonverteilungen der Anzahlen wvon
Bakterien, die Sie auf Flichenausschnitten der Grifien 1 mm? und 2mm? beobachten.

/b( Mit welcher Wahrscheinlichkeit beobachten Sie auf einem Ausschnitt von zwei Quadrat-
millimetern mindesten zwei Bakterien? Runden Sie auf eine ganze Prozentzahl.

‘2 Welcher Wahrscheinlichkeitsverteilung geniigt die Fliche, die Sie absuchen miissen, um
- die erste Bakterie zu finden? Wieviel Fliche miissen Sie im Mittel absuchen, wm auf
die erste Bakterie zu stoflen?

Sie entdecken auf der selben Oberfliche zusdtzlich eine neue Sorte von Bakterien, deren Anzahl
ebenfalls poissonverteilt sei und die unabhingig von der ersten Sorte vorkommt. Im Durch-

schnitt sehen Sie auf einem Ausschnitt von einem Quadratmillimeter drei Bakterien der neuen
Sorte.

_m/elcher Wahrscheinlichkeitsverteilung geniigt die Gesamtzahl der Bakterien, die Sie auf
einem Ausschnitt von einem Quadratmillimeter vorfinden? Mit welcher Wahrscheinlich-
keit sehen Sie dort hichstens zwei Bakterien? Runden Sie auf eine ganze Prozentzahl.

] 2 25 | 3 | 35 | 4. 45 5 5.5 6

0 [ 0.1353 | 0.0821 | 0.0498 | 0.0302 | 0.0183.| 0.0111 | 0.0067 | 0.0041 | 0.0025
1_[10.2707 | 0.2052 | 0.1494 | 0.1057 | 0.0733+| 0.0500 | 0.0337 | 0.0225 | 0.0149
2 | 02707 [ 0.2565 | 0.2240 | 0.1850 | 0.1465 7 0.1125 | 0.0842 | 0.0618 | 0.0446
3 [ 0.1804 [ 0.2138 | 0.2240 | 0.2158 | 0.1954 | 0.1687 | 0.1404 | 0.1133 | 0.0892
4 [0.0002 [ 0.1336 | 0.1680 | 0.1888 | 0.1954 | 0.1898 | 0.1755 | 0.1558 | 0.1330
5 | 0.0361 | 0.0668 | 0.1008 | 0.1322 | 0.1563 | 0.1708 | 0.1755 | 0.1714 | 0.1606
6 | 0.0120 | 0.0278 | 0.0504 | 0.0771 | 0.1042 | 0.1281 | 0.1462 | 0.1571 | 0.1606
7 [ 0.0034 | 0.0099 | 0.0216 | 0.0385 | 0.0595 | 0.0824 | 0.1044 | 0.1234 | 0.1377
8 [ 0.0009 | 0.0031 | 0.0081 | 0.0169 | 0.0298 | 0.0463 | 0.0653 | 0.0849 | 0.1033
9 [ 0.0002 | 0.0009 | 0.0027 | 0.0066 | 0.0132 | 0.0232 | 0.0363 | 0.0519 | 0.0688

Tabelle 0.1: Werte der Poisson-Dichtefunktion p,, (k) = tre™#
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